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الفصل اكاول 
الاعداد المركية 





اللاهداء 


الى سيدي ومولاي سبط الرسول محمد (صلى الله عليه وآله) الامام 
الحسين (عليه السلام) أهدي هذا العمل المتواضع ... سائلا الله (عز 
وجل) أن يقبله عنده ويجعل لي عنده قدم صدق مع الحسين وأصحاب 


الحسين الذين بذلوا مهجهم دون الحسين (ع) 





الاعداد ال مركبة 111111119©1:5 60111121626 
تعريف : يسمى العدد المكتوب بالصيغة 51 + 0 - )) حيث ان [ 8,172 غددان حقيقان انلكتم 
يسمى عددا مركبا » حيث ان 0 جزءه الحقيقي 231 1621 ويسمى / جزءه التخيلي :7231 1111251112177 
ويرمز الى مجموعة الاعداد المركبة بالرمز ) ويقال للصيغة 51 +1 0 الصيغة العادية او الجبرية للعدد 
المركب وكذلك للعدد المركب اكثر من صيغة حيث يكتب بشكل زوج مرتب ( 7 , 0) وتسمى بالصيغة الديكارتية 
للعدد المركب . 
مثال : (1) العدد 5 3 - 6 عدد مركب جزءه الحقيقي 6 وجزءه التخيلي ( 3- ) 


)2 العدد 8- عدد مركب جزءه الحفيفي 8- وجزءه التخيلي ) 
ويسمى العدد المركب الذي يحتوي على جزء واحد كالاتي : 
*» العدد المركب الذي يحتوي جزء حقيقي فقط يسمى (عدد حقيقي بحت) مثل هذه الاعداد ( 7, 3- , 5) 


* العدد المركب الذي يحتوي على جزء تخيلي فقنط يسمى (عدد تخيلي بحت) مثل هذه الاعداد (51 ,أ , 21) 





]- :/-1 

1--1(2-/0 - 2غ 

1[ -: (1-)- 2:2 - 3غ 

1 -(1-).(1-) -2: 2 4 
لات 5-114 حت 


كن 1 كدانن 2115 ) كح ان 29 ) 222 


- 


إجات إن داك نر "دم د ىن 237 ) جالع 
16 
- لش شح 15-ئْ 
1ع 5 
1 2 0 
- جد 


ويصورة عامة عند رفع 1 لعدد صحيح موجب فالناتج يكون احد عناصر المجموعة [1 , 1- , 1,1 -]1 حيث 
نقسم اس ( 1 ) على 4 وباقي القسمة هو للأس الجديد ل 1 . 
ملاحظة : 2 حالة الكسورالتي تحتوي لف المقام 1 يجب ان يكون العدد الذي نأخذه 2 البسط أكبر من العدد 


الذي 4 المقام » ويجب ان يكون اسه من مضاعفات العدد ([4). 
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مثال : أكتب ما يلي ِل ابسط صورة : 
1 - 20 
1 ح- ) ب ئ 6 1 ه8ّسْ 


- )0 )1( -_ 122:0( ا - 3 0 ) 3 مر 


ملاحظة ؛ ان كل 1 - 14 اي ان 1 8 جا - 11 -خن رك ةن 
ويصورة عامة فإن كل مضاعفات العدد 4 هو 1 
ملاحظة : يمكننا كتابة الجذر لأي عدد حقيقي سالب بدلالة (]) فمثلاً : 
2/31 - 1-/1. 1/12 - 12-/1 , 41 - 1-/1. 1/16 - 16-/1 
1157 ع 1-/1. 13/15 - 15-/17 
لآل ] أكتب كلا مما يأتي بالصيغة 81 
31 - 1-/. 1/3و - 3-/1(1) 
01/د - 1-/1. و/د - محل( 2) 
مثال : أكتب الاعداد التالية على الصورة 81 + 0 
1-1- - 1-/1. 1/3 -1- - 7-3 - 1 - (م) 
51 1 1/258 1 25-/1+07 


4 47 4 4 ' 4 


مثال : أكتب الاعداد التالية بالصيغة الحبرية للعدد المركب : 





06 


107 2 + 14 رك 8-2 1 
0-1 -خ) - (ن-) (1) - 12:3 - 15] (2) 


16 


6 1 1 3, 1 ١ 
م--5 دك 23م و4‎ . 


مثال : اكتب بالصيغة العادية للعدد المركب كل مما يأتي : 
1 + 207/3 - 20/3 + : - 1/12 + ة (2 [1-61- - 36-/7 -2: (1 
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مصطاحات عامة : مجموعة الاعداد الطبيعية [! . مجموعة الاعداد الصحيحة / , مجموعة الاعداد الحقيقية 
؟] » مجموعة الاعداد المركبة .) » الجزء الحقيقي للعدد المركب (7)! » الجزء التخيلي للعدد المركب (1)2 . 
واجب : ضع كلا مما يأتي بالصيغة العادية أو الجبرية للعدد المركب : 


3 + 510 (5) 6 5 (4) 3 22 (3) 11 
514-36 (8) 3.1 + 5:12) (7) - 188 (6) ] (2) 
تساوي عددين مركبين 
اذا كان 31+17 ع 1/  ,‏ 62 + 32 ع 7/2 
فإن و0 > 61 , 32 - 31 © 72 -1/ 
»اي اذا تساوى عددين مركبين فإن الجزء الحقيقي والجزء التخيلي متساويان . 
مثال : جد /, 0 اذا علمت ان 21 - 13- -ح غ8 + 0 
الحل : باستخدام خاصية التساوي 
الجزء التخيلي 2 ح م الجزء الحقيقي 3 حم 


مثال : جد فيمة 37, 32 الحقيقيين اللذان يحقفان كل من المعادلات الاتيك : 
3:1 + 7رز3) + /7 -ح 5 + 3 -22 (3 
الحل : بإستخدام خاصية التساوي 
12-5 10 2 ع2 تت 7 جح :3 -. 21 


< برت 2 - برق د 5 - 3 + بر3 


آ( 1ر4 + ع32) + 6 ع ] 15 + بر3 + 21 را 


5 3 |(1) م...ء.. 6 2ع ترق +21 

اوجد قيمة عر ,رز 2 ؟< [(2 )........... 15 ع ررك + ع3 

86 +3277- ح غ(ع +27 ) + (13 - 2 )(1 (3) عن سين 18 دك وو ديرق 
54 +*- - ](2 +بر) + (3- 20225 اي 4 ح برق + ,رم + 





167 - 12 -ح #بر -إبوع2 - 22ر3 


26 + 3)-12( - 6 


2 
21 زات 42 > :21 كت 36 عك 212-26 .2ك 6 :350.2 د يز 2 
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37+ 8- - (22-1) -(1 + 277 ) © 
الحل : بإستخدام خاصية التساوي 
9- ح ررش ج 1 - 8 ح بوم جح 8 -ح 1 ل روه 
9- 

الجزء الحقيقي | 2 - [[ ٠‏ 

بد 
ج 7 - ع2- ج 1 -3 -ع2- ج 3 - 1 دع 2- ج 3 --(1 - 22 )- 
الجزء التخيلي 1- - 2 .. 
3 - 48 -ح #يرو -غبوع 2 -222 (ل0 
47+ 3- - :بور 2 -ث4رو قير 


(1) اا ااا 3ح شرو قير 
(42).. مم مع كه 2ع تؤعر 2- 
- 4 
من معادئة (") نحصل على 77 لنعوضها ل معادلة )١(‏ دار 


0 - (22-1) (4 +ذرع ) 
لا يمكن حلها 2 19 4 اح غير تهمل 0 ع 4 + 222 أما 


2 - 5ك دير , 2 د كدح يراد 1+ ديرد ] - تود 0 22-1 أو 


جمع وطرح الاعداد المركبهة 
) © دنا , 2ن) , )نا للا وكان ر 88 + 0 -1)) , 01 + © -22ر) فإن 
1 +2-2 +01 (1 
3 + (1+02.)) -(3)+02) +01) (2 
1 (0 + 5) + (ع + 0 ) ع (01 +ع ) + ( ]5 + »ع ) ح 2) + 1ن) (3 
النظير الجعي للعدد المركب ‏ 0 - (0-) + ) ر 51 -0- -ح )-1 ز( + 4ه ع ) ر4 
العنصر المحايد لعملية الجمع هو الصفر 07 + 0 ع 0 , 0+ )0 ع /) + 0 ز5 
ملاحظة : اذا كان 1 6 + 0 - © فإن نظيره الجمعي ‏ 51 -0- - مم 


٠ 175377511177151‏ 1117ل 





متال : جد ناتج ما يأتي : 
27 -3 ح ](5- 3) + (2+1) -ح (1-5)-+ (1()2+32 
57 +1- -ح (6 +1-) + (4 - 3) - (خن6 + 4 ) + (- 2()3 
:(7+ 5 ) + (2 - 4) ع (73-+ 2- ) + ( 3خ 5 +4 ) -ع (2-73 ) -(ة5 +4 )(3 


27 +2 - 
4 - 3) +(خ2 -0) -(3+41-)-(خ2 -0) -(:312-43)-21 -(4 
3-67 - 
مثال : حل المعادلة | + 5- ع 2 + (خغة2-4 ), )»ع2 


الحل : باضافة النظير الجمعي للعدد ([1 4 - 2) 
7 +5 ح عر +(ة 2-4 ) 


(2+40-) + 2 + 5-) - ير + (2+41-) + (غ2-4) 
1 (4 +1) + (5-2-) ح ير 
5# +7- ح بر 
ملاحظة : ان طرح اي عدد مركب من اخر يساوي حاصل جمع العدد المركب الاول مع النظير الجمعي للعدد 
المركب الاخر. 
مثال : جد ناتج ‏ (58 + 8)-(282 - 3) 
+77 5 -ح ]إر5 -2-) +(3-8)- (5- 8- ) +(21 -3) 
ملا حظة : مجموعة الاعداد الحقيقية أ[ هي مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد المركبة .) اي ان ب) © ؟[ 
مثال : جد ناتجح ‏ (41 + 9)-(1381 -7) 
الحل : 


9+45)-2 7-13 
خ2-17--:(13-4-)+(7-9)- ق48- هو ) +2 7-13 


مثال : جد مجموع العددين 4 كل مما يأتي : 
27 5 , 410/281 + 3 (2 
21 + 8 -ح (1 21/2 - : 2/ح4) + (5 + 3) ع (] 21/2 - 5) + (: 2/حه + 3) 
5# -2, 3 (ط 
51 - 5 - (50 - 0) + (2 + 3) ع (51 - 2) + (01 + 3) 
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1-4- دج ,768+ 3 دير , 58 +1 -< 1 0 
111+ 3 - :(1 -7 + 5) + (1 - 3 + 1) - (, - 1-) + (7 + 3) + (58 + 1) ع ع ل بير + 1رر 


مثال : اذا كان 111 - 1- ح 7 ,7/1 - 1- ح /زنا, 21 + 1 ح- © فأوجد ما يلي ٠.‏ 37 + 4 -ع2- 


(1-11-)3 + (78 -1-)4 - (2 + 2)1- ع ج3 ل بره -دع2- 
8 - 3-) + (:28 + 4) + (41 -2-) - 
1-97- -:(33 -28 +4-) + (3 -4 +24-) - 
واجب :اذا كان 1171 -1- ح ج , [7--1- ح- زلا , 21 + 1 ح- م0 فأوجد ما يلي : 
(*31 + ج21 0 (سا+ء + ه) )03‏ 2+غه- م2 +ء3- (60) 32+ جز + س2 (ه) 


ضرب الاعداد المركبة 

اذا كان كل © 2/ ,© ل (01 + ©2)-2ن) , ( 51 + 0)ح 1ر) فإن 
آم + مم ع (]ط + )5 (1 
نأمط + ططح- ع طط8 - أمط - كاطع + 8501 ع (اط + 1)0م (2 
52(1 + 00) + (50 جدعم) ع 5014 + امعط + 001 + عه ع (01 دع )(زم + ه) -دن . 01 (3 
م2 + (02-62 ) - 4 2ق + 2051 + 02ح 51(2 + م) (4 
+ 1م 3 :0 + 0 ودع 5(1 


ملا حظة : يوجد النظير الضربي لكل عدد مركب ما عدا الصفر لا يوجد له نظير ضربي . 
مثال : جد ناتج كل مما يأتي بالصيغة الجبرية للعدد المركب : 


م6 


3-187 -3)1-62 (1 
36 + 18 -18 +غ]3 - 182 - :3 - (خ6 -- 3:1 (2 
7 +4- -ح ]45 + 3) + (2-6) - 32 + 220)2 + 1) (3 
141 - 5 -:(12 -2-) + (3 -8) - 2 - 3204 - 2) (4 
28 + 38)5 -2-) ح (5 +]2) (3:1 -2-) -(5 + 4-لد* ) (3]3 + 2:2 ) (5 
4-197 -:(4-15-) +(10+6-) - 
41 -3- - 4 -]4 -1 - 412 + 4 - 1 ع 22 - 1) (6 
5-127-- 12-9 -4 - 9:2 +12 -4 -2(خ3 + 2-) (7 
(412 + غ4 + 22()1 + 1) ع 212 + 22)1 + 1) - 283 + 1) (8 
28 -11- - (خ6 -غ4) +(8 - 3-) - (41 + 22-3 + 1) - 
117537511071117 2 117777/717/1771177:17715ااشهر 





241 -”7- - 1612 +241 - 42-9 - 3 ) - 122 +41 - 4) حر( - 2)] - 4 - 2) (9 
(1212 + 8/31 - 4)+(3]2 + 21/31 - 1) - 21/312 - 2 ) +1/31(2 - 1) (10 
03 -10- - (:80/31 -8-) + (20/31 -2-) - 

[#(1 -6)]+(2 + 3)]-(2 +2 + 1) - (غ2 + 1) - 3) -2(2 + 1) (11 

,5-3 - (:5- 5-) + (21 + 0) - (غ58 + 5) -(2 + 0) - 
2821-2 -1) - 3 +7321 + 1) - 3( - 1) - 23 + 1) (12 

[ -2:)1 -] - (غ + 24)1 - (غ -2()1: +2 -1) - (غ +2()1 +22 +1) - 

41 - 223 + 2) +22 + 2-) - 22 -2-) - 283 + 2-) - (21+2:2-) -(21+212) - 
اذا كانت 34 + 2 - 2 , فجد قيمة 16-/10- 324 2 (13 


- 2 - 321+ 1-16 2 ) 2 + 322-3)2 + 381+ 44 

- )4 + 12+ 912( + )-6- 912( + )0 + 47( 

107 +4 -ح (غ4 + 0) + 6 - 9) + (12 + 5-) - 
(5 +28 -1) + (2 +]2 + 1) - 5 - 1) + 25 + 1) (14 

0 -2 -غ21 - (1 -2 -1) + (1 -غ2 +1) - 
واجب : جد ناتج كل مما يلي : 

20 +301 - ( + 1): (2) (3-/21 + 1) (3-/1 + 2) (1) 
د را ((2-/21 + 2) (8-/ + 3) (3) 


مرافق العدد المركب 
اذا كان 64 + »© ح ء فإن 58 - م ح 6 حيث يسمى 6 مراثق العدد المركب ع فإن 84 + 05 - 6ح 
38 - 4+9 -38 +3:()2 -2) 
1 - 25 +16 - 58 - 58)4 +4) 
2 - 1 +1 ح (خ -2()1 +1) 








خواص مراقق العدد المركب 


) © © , م6 , © 7 

© + 61ح ج6+ ين (1 
2 . © -26© . 1© (2 
76> © رن 


اذا كان 88 + 0 - © فإن 22+52 ح © . ,© (4 





0 -ح ع + © زر5 
)90 


اذا كان ك1[ © © فان © - 6 (7 


0 عد ج© 8 


النظير الضربي للعدد المركب 
مالا حظات : 
)١(‏ عند ظهور (1) 4 المقام نضرب المقام والبسط بمراقق المقام لتبسيط الحل . 
(1) يمكن استخدام التعبير(مقلوب العدد المركب) بدل (النظير الضربي) ويرمز له بالرمزة - 71ح . 
011 جد النظير الضربي لكل مما يأتي : 
31+41 حجن (1 


4 3 3-41 _3-41 1 1 1حمء, 
555 25 94+16 3-41 34+42 ع : الحل 


(28 -44)1 -282 - 3) ح» (2 


(812 + 41-) + (42 + 9-12) - 2 - 41)1 - 22 - 3) : الحل 


167 - 3- - (خ4 - 8-) + (12 - 5) - 
16 ر 3- _3+164- _3+161- 1 1 4_[1- 


تتح جح سيت كج امت اح © 


265 00005 9+6 (3+164-' 3-161 0-3-1641 م 

















مثال : جد عددين مركبين مترافقين مجموعيهما (6) وحاصل ضربهما (25) 


الحل : لتكن ‏ 81 -0 -ح [(7 , 57 + 0 حدر 
3 - 6 ج 6 -ح 20 ج 6 ع (غط - م ) + زط + م) 


<١ 171537751117115‏ 1117ل 





4+ ح- م جد 52-16 + 25 -52 +9 + 25 -52 + 2م جه 25 ح (إط - 0 ) .(آط + م) 
*. العددان هما -> (42 - 3 ),(48 + 3) 
مثال : اذا كان (8 + 1 ع 2)©1 (28 - 3 ح 02©) فتحقق من الآتي : 

+22 - و6 (1 
4+1 - 4-1 -:(2 -1) + (1+3) - (20 - 3) + ( + 1) - يعجرء كرا 
1 +4 -(2 +1-) + (3 +1) - 22 + 3) + (-1) حرج + رح ولزم 
2 .1 - 61.62 (2 

5-4 -+5 -(2:2 -:3) + 20 - 3) - 20 - 3) .0 + 1) - يع.رع كلا 

[ - 5 -2 +3 -2 + 3 -ح (2 + 1()3 -1) - (2 - 70,3 + 1) ح رع . رح 5لزر 





















































21 61 
خاح (خ) (3ى 
ٍ- 0 
:5 1 9 1-5 3 1+5 3 21+32 +34 5 اح 5 +1 ( 93 86 700 
13 13 13 13 9+4 :3+2 3-2122 ن 
غ5 _ 15-1 ل 3-2-3-2 5 3-2 5 -1 5 -1 1 ل 3 م 
13 13 13 9+4 ,3-2 34+28 34+21 3-21 6 
5 ح 5 ارا 
و 1+1 --1 -ح + ح رم جه رح ح ببح (4 
1 3-2 3ن 7 1 ا 
سبن اذا كان , 2 وعرم مترافقان فجد قيمة كل فل © 2,7 
١‏ 70 اكد ال هد 
لحل : لان الجدران مثر 0 | | 
٠-37 3 + 27‏ نر 
خ#- 58 +14 
(52 + 22()1 + 3) ع (غ7ز -ع)- 
1014 + 21 +15 + 3 ح نبور د نغ 
77 +7- -ح رو - 1ن 
باستخدام خاصية التساوي 7- -72 جه 17 ح 1 


77 -7و جه 7ح إل 
واجب ٠‏ اكتب العدد بالصيغة العادية ل 
مثال : اثبت ان العددين مترافقين ‏ 31 --2 , 38 +24 
الحل : جمع العددان - 20 
0 - 4 -ح ]0 + 4 -ح ]((3-) + 3) + (2 + 2) - 38 - 2) + 30 + 2) 


حاصل ضريهما - 72 + 2و 
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العددان مترافقان 13 44+95 -9/2 -68 +6 4 - 30 - 2) (3 + 2) 


مثال ء ') © 2 وكان 72 مرافق له ؛ جد العدد المركب 2 اذا كان 4 - 58 -ح 71 + 21 
الحل : أ - 0 -32 , 8 +0 حدر 
الخ المعادلة ‏ 4 - ]5 -غط[ - ع +28 +20 ج 4 -غ5 -[ط - ع + (زاط + 20 
4 :5 ع ]طم + 30 
57 + 4- -ح غم + 30 









































باستخدام خاصية التساوي ‏ 5 -[8 جح هن ج 4 -306 
1# 4+2 
مثال : اذا كان - ل > وير ح- ند اثبتان 28 ال ح 37 + نر 
خ-1 2 4+2 
جد - عد : 1,115 
خ+1 107 
خ#- حسف 0 مم -1 27 ل 4 
| 1 خ- 5 + 1 00 
(1-: ا 6 (1-: 0 (1-: ناش ساض شك 
جل “كت تك .| ل 7 1ك - ل ج|جلل77تتتتتاةةوةو3و3و3و33طرر ‏ بجي 
2 2 2 
5115 27 2 ح (خ1-7-) + -ق3 - 
قسمة الاعداد المركبة 
ل 5 . ان 42 
عند فسمة عدد مركب على عدد مركب آخر نضرب يمراقق المقام وكما يلي : ال ا رم 
2 2 2 
مثال : ضع كلا مما يأتي بالصورة 81 +0 
27 250ل +غ+1 +14 1+2 +1 
لي كم م ب و كي كار 
م5 0-5812 220-غ48-خ2-4- مت 2ب  1+27‏ ( 1+2 
07ح ساح لاح د بنش أحاء ير - خخ ل 
5 5 2 -+2(2-) -2- 2+7 24+13 
]ضع بالصيغة العادية العدد المر كب ادكه 
ل : ضع بالصب 2 دالمركب ووب 
, 37 _ 55- _55-373- _ 5-251-121+6012 أتحذى 5-12 4-خ9-12 __3-22) 
0176 0 0020202020202026 00202020202026 26 | 1-5 2 14+56 2 ]1+5 2 ]1+5 


ملاحظة : يمكن تحليل 74[ + 7275 الى حاصل ضرب عددين مركبين كل منهما من الصورة 1( +0 
1710 + عن) 1م دعر) ع 12 2رو سد قير ع 4رو ل 2عنر 
مثال : حلل كلا مما يأتي الى حاصل ضرب عاملين من الصورة 51 + 0 حيث 2 , 0 أعداد نسبية : 
4 + 22 (0 03 9 (م 0 (2 
البح + 
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8+ 2303 - 3) -ح 9-2 - 1 + 9 -10 (2 
38 +3200)1 -1) -912 -1 - 9 + 1 - 10 حل آخر 
(1/38+ 1/31()6 - 6) - 32 - 36 -ح 3 + 36 - 39 (ط 
(28 +287 -7) ع 44 - 49 - 4 + 49 - 53 0 
8 + «) (21 -2) ح 42 -ثير - 4 + دع رل 
مثال : حلل الى عاملين لعددين مركبين نسبيين : 
32)8+8 -#2) - 92 نبر ح وبشع (1 
(1د4 + نز) (1دك4 رر) ح ثم 16 - 2بر ع 2ج 16 + 2بز (2 
1+8 -22)2 -1 -«) - 1(2-412 - 2 )-4 + 1(5 - 22 ) (3 
قن لكا قير 2 ل كا قير دع كد + تيو يه 
دغر قم و 2 - م د (2ز كد ب زيرة + تير) (1 2 -م) - 
(318+<) (41 + 2« ) ح 122 + ع7 + ير - 12 - نبر7 + فر (5 
مثال : حلل الى عاملين او اكثر لكل مما يأتي : 
8 + 22 )(1 -2«2) - 4 2ع4 - 1 + 4ر4 (1 
(12 -22) (1 + + ) (1 - ) ع (1 + 2ه) (1 -24 ) - 1 - ع (2 
( + +*) (ة -<+*) (1 + > ) (1 -2) - 
(31 - 28 + 2ج ) (2 - 2 ) ع 2 + ]ير + ذع) 1١‏ عر ) عثن تعر (3 
(# + «)(32 - >#«) -2 22-3 - تررح 3 + ع2 - شير (4 
1# + «) (71ز -عو) ع كنشبر قر - (12) فيو - أعر كبر + كير ر5 
(# + 23)5 - 5)- 2 - 25 -1 + 25 - 26 (6 


مثال : اكتب بالصيغة الجبرية بدون الضرب بالعامل المنسب : 














1 _ «1-22)1+24) _1-412 _ 1+4 _ 5 
1+7 - 1-27 +1-2802202041-2 1-2402 (1 
2-44 -2)1-228 - الاك 5 اه 1 5 الشطاك 5 اتلد 5 1 , 
1+2 1+2 1+2 1+2 1+2 


مثال : جد 7,7 التي نتحفق 2 2 + 8 ح (8 -2) (78( + 22) 
2+4 8+4 


جح حت ح قرو ل ير 
+2 2-45 4 
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10 ل 15 154101 16110-1 1618152-11 ب ررد ب مر 
5 177 3 72 5 0 جور ب 4 
7 + 3 - ]رو + نر 
خاصية التساوي 2 - 37 , 3 - 2 

مثال : جد 72,7 التي تحفقق 1 - 13 ح (8 - :)17 + (8 + )1 

الحل : نفتح الافواس 

م -13 - ]يو س بر + ]بر + شير 
خاصية التساوف م -13 ح #(و- ج)ل+ (#بوس+ كيم 


(1).......... 13 ع بول شير 
(2).. ...0 1- > 7و - نينر 
(1-.1-21- - مول-] جح 


نعوض معادلة (*) 4 معادلة )١(‏ (*).......... 2+1 ددعو جح 


3 - 1(5 +2) + شير 

0 - 13 -1 +22 +222 ج 13 - 1 + ع2 + شير ب غير 
2+ [ 2-12-0 +212 

0 -6- عر + شير 

)2+ 3()«2 - 2( - 0 

2 - 2 ب 3- -ح- تن 

عندما 2 - 12 3 -<«1 ج 1 +2 - :رز د 1 +2 - رن 
عندما 3- -د2 | ظش- ح-ر3 جح 1 + 3- - :رز ج 1 + غ2 ح رن 








2 
مثال : جد 37 , 272 التي نتحقق المعادلة -- ع ( لد ير- ) ززع + 2) 
2-2 
2-0 د 2زير + تير - 21 + 2 
31-77 بيب ببسبنه 
- 

له تفاهت - )22 -2) + ج3- 
31-77 بسبيبه 
37-7 ح :(2مج -2) +32- 
خاصية التساوي 7 -2- ج :و3 - ع37- 
3 حر[ ا, 2-3 202 ديز ىك كيو دك 7اعد 2 هك 7ع بج كير 2 

1-7 1 97 . 

واجب : اكتب بالصيغة العادية للعدد المركب 018 
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حل تمارين (1 - 1) 
س1 / ضع كلا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب : 
(28 + 12) + 325 + 2) ,اعورم 441 999 | 124 6 , 5ن 


كلد بتكن | لقم | لد | لخطة , خلقة | 4ن - 1) - “2 + 1), 6 + 32)0 + 10) 
+1 + 5ت + 1 ), 
م +0 -ح - ة.(1)- #“ -دثن 
01 +1--1- -(1-).(1) - 2 4 - من 
1+1 -1 -1(31) -<4(31 د ة 
0-21 ع اه 142 1 دخ 21ر3 ) حرة 


0+4-ع:ع].(1) - غ. "(4ن) دخ كخن د 1ختدخز 











(28 + 12) + (:12 + 5-) - (:2 + 12) + 92 + 12 + 4 - (21 + 12 ) + 3245 7 2) ه 
14 +7 - 

601 + 18- - 182 + 0 + 60 + 0 ع (68 + 3800 + 10) ٠ه‏ 

٠ )1 + 4 - )1 - 4ؤز‎ - ])1 + 14[4 - ])1 - 7 


- ]1 + 21+ 12[2- ]1- 21+ 22 - )2(2 - )-282 - 42 - 42 -0-0+0 


1-12 __ 12-2- _ ف ن 12+41 















































127 1 ح- 0 جح تابح ل 6 
1 7- 7- َ 
. 24 7- _7+244- __ 9+12+121+162 _3+41 5 الخنة _ 3141 الى 
5 25 20 2020209416 23-2 37+44 3-412 3-41 
2 | 3 _3+24 _3+28 _ 21-34 __ 2-383 آل ده 
383 ' 13 13 4+9 2243202 2-32 2 2+3 2-37 
-1 3+7 - 3+7 
1 عو ننم بح الأكتتكم ئ 
0-0 00 0 
ملاحظة : عدد مركب بصورة كسرية مرفوع لقوة يضرب داخل القوس ف المرافق اولا ثم يبسط وبعدها نتخلص 
من القوة المرفوع لها . 
1 2ه آذ يت ا 3-3+8-2.4 
-2-4(22) - 3( -2) - 3 د ولتم - 
1 + 8 -:]3 - 6 ح (خ - 2)(غ4 - 3) ح (خ و - 
117 2 ح- 
50-301+551+4- _ 5+313 ن 10+111- _ 12:2+:3+:2+81 144 بن 2131 ى 
52 5+3 (م5-3 4-2000 زب4 ١‏ زب4 ' غ1 


834+ 251 -83 25 
30259 34 354“ 

3 1) + 3( + 1) ه 
-25)1 -1) + (2 +22)1 + 1) - 
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-22)1-) + 28 +22)1) - 8 -20)1: +2 - 1) + + 20)1 + 21 + 1) - 
[0 + 4- - 4 - 2:2 27 2:2 2147 - 
س2 / جد قيمة كل من 72 , 77[ الحقيقيتين اللتين تحققان المعادئة الاتية : 

(27 + 2 )( +ع2) حع 5 + رز (2 

01 + د4) + (2 - 2,2) - غ5 + بو ج 212 + إبير + م4 + 2ر2 - غ5 + بر 

5 + (2 - 222) - غ5 + بر 

(1)....... (2 -222) د برو 

(2)...... ح 5 

نعوض لي معادلة )١(‏ 1 2 

0 برج 0 - 2-2 -2)1(2-2 - رر 
1 + (غ2 + بر)(2 +« ) - غ8 رم 

1 + 42 + 1و2 + ]ع2 + بور - غ8 

217 +22) + (3 - (و2) - غ8 

(01........ 2 - برج 3 - برو ج 0 - 3 - برع 

(2)........* -4 -ح بور ج 4 - بز + ير جد 2 + [8 ع 29 + :21 

3 

 «( - 3‏ 4ن« ج - ع ث#ر - 4 جد - 

(:2 - 4)ند جح - 1 ير 

0 - 3 +دع4 - شير جح 3 ح غير ير4 

0 ح- (1 -3()8 -2) 

1 -« حت نعوض 4# معادئة )١(‏ 3 -غ جح 0 -ع 3 -ن2 :611161 

3 7 ج نعوض 4 معادلة  )١(‏ 1 2 جح 0 - 1 -1 01 

, ' -1 
4 - 1) - (أنز دع) + © 60 

6 - رقو بيو بن - (لة) - 202 + - وبرج م 

1+ 

كا 


م -1 ع 
م -1 م +1 








) 
1217 ) -44 + 3- - وبرج ع 

ل 27 
تجنه + م د زك) ديو ف - وبرجيم 


5 -<(7 , 3 ح دعر جه 9 ار 
لعف 21 


7 - برح + يد 0 
5-1 0 5-5 م 2 
ت- 0 يي 12101ككا 
4 “م +ب2| *[-1 +1 
5 0 6 + + م -28 --2 
اح لحكتتتت تتح للحتت عل سس 
4 + 225 172 + 12 








101- ح بر(ن5 - 205 + :3 -5)1 جح 210[ 1 د بر |ئقدة | بي اند 
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107 -0 - :1013 - 1017 + 1528 ح ير5 
0 0 ح- 1017 +51 
بالجمع (2).... ... 10- ح 7ر10 -15- 





نعوض د معادلة )١(‏ 1 - # > 10- - 101- 


1 5 
صدكار حج ع روه 5- - 1037 جه 0 ع 1017 + (5)1 


س3 / اثبت ان : 


ا ا 
5 2+2 2-0202) 5 
1 1 1 1 
2 +4 +4 4+2 -4 2+2) 2-22) 
4 -3 1 4 + 3 1 1 1 


اس ليق لاسا ل لل لل سس كيحي لاس لح ال__ نم لب الل سبي لحت 
17 3 47 + 3 4 +3 4 3 1 -41 4 1 -ة 4‏ 4 
8 3+414-3+44 3-41 37+44 3-44 34+41 0 














لدم حل _ الى ون ىا_دى _ سلس | 207 -- 
25 25 25 25 6 + 9 16 + 9 
12 2 
وزاري ٠١١7”‏ /د”م 2 ل لكا لكا رم 


 1- 2]+ 2 1+ 2+2  -242 21‏ 25 +1) 25 -1) 
1-2 1+2 2 خم-1 م +1 2 #-1 مم +1 
22 21 211- كي 22 1-4 م2 
0-١‏ لسلس لد ىر 
ا 13-1 :+1 1-4 1-2 1+2 
2 +2 2 27# 2-غ2 2-2 
22255252-22-2521 تت 2 لللللين حتت 2 
3 2 2 2 2 2 


4 - (ة -20)1: -275)1 -1) 0 











+2201 -1) ع رضف-) -1(01 +01 -1) ع رة - 15)1 501 -1) 
4 - 2 +2 -2:,2 -]2 -]2 + 2 - 23 + 27)2 -1) 
س4 / حلل كلا من الاعداد 85 و41 و125 و29 الى حاصل ضرب عاملين من الصورة 81 + 0 حيث 


, © عددان نسبيان . 
8 - )220 -0) -ح 412 -81 - 4 +814 - 85 


41 - 25 + 16 - 25 - 1612 - )5 - 48 )5 + 45 
125 - 121+ 4 - 121- 42 - )11- 22)11+ 285 
29 - 25 + 4 - 25 - 42 - )5 - 2205 + 8 
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5 5 5 6 5+7 إلى الل 
س5 / جد قيمة 7[ الحقيقيين اذا علمت ان ,+ , 2 مترافقان 
3 6 
2-1 تومير 
12+64 . 0 ل 5 6 
يي ب سلا د ا ان 7 م 2 #بورط يع 
36-6301 _ 614 +181 +121 +361 _ 311 12+61 , 1 
1+ 20000009 2 + 32 اده 57/522089 
0 30+304 _36-6+304 _, 0 
١‏ 00 ا 0 


أمثلة أضافية محلولة 
مثال : أكتب بالصيغة العادية أو الجبرية كل مما يأتي : 


4 - 2) + (ثم + 32()1 + 5) (1 
1 + 5 ع (4 - 3) + (خ:8 + 2) ع 4 + 4 4 + (312 +31 +5 + 5) 


0000 موه مل 8 0 
تت 1 2-0 5 0 0 553 1 660 9 


0-1-غ -5ن-)23-) -75-)- لك 3 


"لتيب 1 ع ” اتدل 1 5١‏ 
(312 + 3/م4 - 4) + (312 + :20/3 -1) - “(:3/ - 2) + “(31/ - 1) 
1 - 1- -ح (410/31 - 1) + (217/31 -2-) - 


مثال : جد عددين مركبين مترافقين مجموعهما 6 وحاصل ضربهما 10 














الحل : نفرض أن العدد هو 21 + 0 ح 0 عدد مركب مرافقه هو 51 - 0 ع (0 
3 - و 0ج 6-2 جه 0ض عدر لد رن ٠.‏ 
1+ دمت 1- 24م جه 4م + 34 - 10 ج كز + 04ح رمرم ٠‏ 
“. العددان هما (1 - 3) , (1+ 3) 
مثال : أكتب العدد (8 + 2-)(21 + 3) بالصيغة العادية ثم جد النظير الضربي له بالصيغة الديكارتية 
الجل : 


الصيغة الجبرية 4  -8-‏ (2]2 +41 -]3 + 6-) - (2 + 2-)22 + 3) 








20 0 0 كت 
65 1502020655-+8(2-) 8+7- 8-7 8-7 
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1١ 1‏ 8- 1 8- خ+8- خ+8- 1 1 
الصيغة الديكارتية [2ع,22) -22 221 ج -_ 





مثال :اذا كان 28 ل 1- - 72 فأوجد قيمة المعادلة 5 +274 + 1:2 


الجل : 
5 + (22 +1-)2 + 224 +1-) ح 5 ب ع2 + شير 


5 + 482 + 2-) + غ4 - 3-) -ح 5 + (4 + 2-) + (412 + 4 - 1) - 
07 + 0 - 


مثال : اذا كان ,) © 2 و2 مرافق له جد العدد المركب الذي يحقق 3 + 21 - 2 ل عرق 


الحل : 81 - 0 غ32 .. 51 +04 د دير 
3 +2 ع-غ]م - © +38 +30 ج 3 +21 ح (ؤط - ع ) + (ؤط + 3)0 


3 
0 5 - 40 ج 3 - 0 +301 
1 - 6 ج 2 -2 ج 2 - ا - راد 
6 
1 +- - ]ط +0 -عم . 
13 7-1 0006 
لح -ح 1 أثبت أن )1 , سآ مترافقان 1,162 + 1,216 


5 ١ 
مثال : اذا كان دعر 4 ان‎ 


الحل : نثبت أن ناتج عملية الجمع والضرب ينتمي الى مجموعة الاعداد الحقيقة )1 








[51-17 2 +4 -52-13 مل 4 غم- 13 1373-2 
صصخت ليصحتب م 1227772 1 22 هلل2 52 24 - جد ل - 6ش 
17 2 | 42 4 ل 4 م ل 4 

172 51 
خم ل جح سدل الداح 
17 17 


152542 احنة - ث7 141 أننة ير اح7 نكر 
> 3 | 5 22712000 0( 2-2742 202-20 
. ع 6 -ح (:2 - 3) + (خ + 3) 





مع 10 -1 + 14-9 34 -ح (ثّ - 2()3 + 3) 
0 -ح (10()6) - 1 + ,آا كارا - أغعل] + ع1 ث.] 








مترافقان كلارطٌ ٠‏ 
مثال : أكتب بالصيغة العادية أو الجبرية بدون الضرب بالعامل المنسب (المرافق) 
8 (02-28)2+8) 4-20 4+1 5 

/ 2 جب لاسا يت تتح اميم تتح سششمم ‏ ال السام 

1 2 خ-2 خ-2 خ-2 /3 

2-27 _ «2+330)2-382) _ 4-912 _ وج4 _ 13 , 

243802 24+38 2+3 2+3 0 
10 25 24+ 1 2)4- 2 2)2+20)2- 1 ' 
2+7 2+2 2+2 2+7 2+7 


مثال : أوجد قيمة 7[ , 2 الحقيقيتين والتي نحقق المعادلة 4 ما يأتي : 
1 ح- (آط + 7]()0ز + 2 ) 


آم 0 3 داس 8 داسف 7 1 _ 1 9000 
ترر د فى ترؤو مع ترروقج اورجه وري م ل 530 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 0770710500720« 





> 000840 
2 + من 37 ” 2م 27م 57 


واحبا 


تب 
س / أوجد قيمة 3,77 الحقيقيتين والتي تحقق المعادلة فيما يأتي : 
1 ح 25 +1) 1:14 + *) (1 
3 -+) سعد 

1-3) ا )111 1 3 2 

“دع _ 1 
1+03) +1 3 
> (22 + 5) ح أبر + عر (4 








س / ضع كلا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب : 
> (خ2 + 1) (ط 1 (4 + 3) (2 


الجذور التربيعية للعدد المركب 
اذا كان © - 25 فإن 11/0 - 2 وهي الجذور التربيعية للعدد (0) أما اذا كانت 4 - 22 فإن 2 - 2 هو 
أحد جذري المعادلة ولايجاد الجذور التربيعية للعدد المركب لاحظ الأمثلة التالية : 
مثال : جد الجذور التربيعية للعدد المركب 61 + 8 - م6 
61 +8 - 4[ -غ[ع2 + 2م ج 5(زط + 0ه) - 6 دق 
6 +8 -طع2 + 2( - كو 
(1)....... 8 - 52 - عم 


2 + [(2) ............ 6 - 20 
نعوض معادلة (*) 4 )١١(‏ (*...... - 6 ج 3 - اه 
0 و ممق كثمواج كوو - و كواج كو »ع | - جد - كم 


0 ح (1 + 2ه)(9 - 2م) 
3 حي جح 9 كخم «رجراعؤه 


1+ -مم جه 3 5 
2 2-7 


تهمل 1- -ح 2ن ججح 1-0 + 2ن :١زم‏ 


“. الجذران هما 2 - 3-  ,‏ ل 3 


ملاحظة : نلاحظ أن 7 , © تأخن قيم حقيقية فقط فلذلك 1- - 05 وهي قيمة تخيلية تهمل . 


١ 175377511171151‏ 1117ل 





مثال : جد الجذور التربيعية للعدد 8 - 


2 + م) -غ- 
ج 201 + 55 - 4م - خ - 0 ج 2( - زط20 + 4و - خ - 0 
(1)....... 0 ع 4ط - كم 
,2( 1- - 265 
1- 


نعوض معادلة (*) 4 )١(‏ (*)0..... ...ا حي ح م 


1 
2 5 2 
0 >» [0 ج22 - 0 


0 ع (1 + *1()264 -282) ج 0 - 1 - 4115 


12-7 حج 0 - ]1 - 2ج 2 -1ج1[غغه6 


1+ 1- 1 58 1 
7ك : 21> رجحتتتتت”<”<”تت<”© <ت< ” ”تت 52 إججج <ت ات بح للدم 1 
(ظ )7272 (ط ح+) ‏ 72 
00312 00312 
1 
5 - 2م جب 1--2624 ج 0( - 1 + 212 :01 
9 لدشتة | الشااه 
الجدران هما غ72 2 , :7ن 72 
مثال : جد الجدر التربيعي للعدد المركب 1/38 + 1- 
7 + 2) - 17/3 + 1- 
و2 + (2رو - 22) - 1/31 + 1- 
13 
)2( 0 - تراج 7/3 - 23 )01 1ح #يو قير 
13 
1--022)-2ج 
م22 
نضرب 422٠2‏ 3 
0 - 3 - ع4 + ث4عج4 ج 4,2- - 3 - 44 يمه 1--ج--22 


0 - (3()222-1 +2122) 
حيث 8 ع2 تهمل 3--2ع22 جه ( - 3 + 2122 


1 1 
مدر كر ج 1 - 2122 


0312 
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. 3/د, 1 1/3 3ذ 

الجذران التربيعيان 2 2-21 - 2 در 
مثال : جد الجذر التربيعي للعدد 81 

54 + 0) - 81 
201 + 2م - عم د زع + 0 ج 2( - 1م20 + 2م دزق + 0 
(1)....... ... 0 ح ث4[ - كم 
(2)... ... ... ... ... 8 - 20 

4 8 
لاك وات دار 

16 


0 - ر4 - كم )ر4 + كم) ج 0 - 16 - كم جد كو [ 0 د جد - ثم 
تهمل 4- حكن ججح 0 -4 + كن ١رور[اغزه‏ 
نعوض معادلة (*) ؤ )١(‏ 2+ 4 ج 0 -4 -2ن 01 

4 


12 





“. الجدران هما 


مثال : جد الجدر التربيعي للعدد 25 - 


,5+ - 7/2512+ - (1-) 0/25 + - 25-/1لد دم جه 25- دل 


حل المعاد لات التربيعية بذ ) 
كل معادئلة تربيعية لا يمكن حلها بطريقة التجربة ذهي تحل بطريقة الدستور فمثلاً 
دع بعرع + غفيرم 


حيث 0 د © وم © 2,6 , © فإن 


ع7/525-42+ط- 
23 


- 2 ونلاحظ أنه اذا كان مقدار المميز (©426 - 6>5) 
سالبا فإن مجموعة الحلول الخاصة بالمعادلة تنتمي الى مجموعة الاعداد المركبة ويوجد نوعان من حل 
المعادلات التربيعية . 

النوع الأول : المميز لا يحتوي على (1) 

مثال : حل المعادئة التربيعية 0 - 5 ل 4 ل 24 © مجموعة الاعداد المركبة 

ابعل ٠‏ حسب قانون الدستور فأن 
عه2-4(لدط- _ 


20 


"6 
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ههه ١‏ مسععد 


(1-) 4ل +4- 4-/420- _ 412/16-0- (4)1()5- -42/16- _ 


كك لمشتس تكتتا سات سا1 المتكتاك 096 
2 2 2 2 
| 21 + 4 0/412+ 4- 


. مجموعة الحل 1+ 2-,2-143-] 
ملاحظة : من قانون الدستور نعلم أن جذري المعادلة التربيعية 0 دح ل 81 ل 024 التي معاملاتها 


الحفيقية هي : 
ه40 - 1/52 - 8- ع4 - ١/52‏ + 5- 
ل ا 
مجموع الجذرين - ون + يم - د ود + ون 
2 6 406 
حاصل ضرب الجدرين و - م ب ا ان 


ويمكن الاستفادة من الخاصية أعلاه 4 ايجاد الجذور التربيعية وكما يلي : 
0 - (حاصل ضرب الجذرين ) + 2 (مجموع الجذرين ) - 22 
مثال : جد المعادلة التربيعية التي جذرها (21 + 1+7)2 
الحل : نتبع صيغة المعادئلة اعلاه ِك التطبيق 
مجموع الجذرين 07 +0 -(2 -2) +(2 -2) -(خ22 -2-) +(غ22 + 2) 
ضرب الجذرين 8]2- -ح 4 +]8 - 4- -ح 414 - 4 - 4 - 4- - (2 - 2-2 + 2) 
0 - (حاصل ضرب الجذرين ) + 2 (مجموع الجذرين ) - 22 
0 - غ8 تيرج 0 -ح 8-) + 0(2) - قر 
ملاحظة : عندما يعطى 2# السؤال كون المعادلة التربيعية التي [معاملاتها الحقيقية] وأحد جذريها مثلا 
1 - 0 فسيكون الجذر الثاني مرافق الجذر الاول 851 + 0 
مثال : كون المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذريها 41 - 3 
الحل : دما ان معاملات المعادلة حقيقية وأحد الجذرين 47 - 3 فإن الجذر الاخر هو المرافق ويساوي 415 + 3 
مجموع الجذرين 6 - ]4(1 + 4-) + 3 + 3 ع (4 + 3) + (41 - 3) 


ضرب الجذرين ‏ 25 - 16 + 9 ح 162 -12 -12 + 9 -ح (42 - 3)(غ4 + 3) 
طريقة اخرى د الحل : 
4 مثل هذه الاسئلة نعتمد على قواعد المرفق للعدد المركب وكما يأتي : 
20 - 6 + 6 مث 4ط + 4م- ).6 
0 - 25 +62 - 2ب ججح 0 -ح (حاصل ضرب الجذرين) +2(مجموع الجذرين) - 1:2 
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ملاحظة : لا يحل السؤال لتالي 0 - 9 + 22 10 + 24 بالتجربة اذا اصبح بهذه الصورة 
0 - 92 - 2ع 10 + 24 لان الحد الوسط لا يحتوي على (1) » لذلك نقنوم بحله مباشرة بطريقة التجربة. 
والناتج من عملية التجربة نستخدم معه الطريقة السابقة وهي اضافة 1 لغرض تحليل الاقواس الناتجة من 
التجرية . 
مثال : جد مجموعة الحل للمعادئة 0 - 9 24ج 10 +2214 
الحل : 
0 - 9 + 2ر10 + شير 
0 ح (1 +22 (9 + كيم 
0 ع 25 - م9120 د كيم 
0 - ( - ع«)(ة + )31 -3:()2 + ع) 
37- داع ج 0 - 31 +2 أما 
37 -2 ج 0 ح 31 -2ر او 
1- ح ير ج 0 - غ لد ير 
[ -2 ج 0 - غ سر 
مجعوغة العل هن لأس 4 31-57 
مثال : جد مجموعة الحل للمعادلة 0 - 13 +6 12 


الحل : 4 مثل هذه الانواع من المعادلات التي لا تتحلل باي نوع من التحاليل نستخدم (طريقة الدستور) 


40 - 24ز5/ة + [- 
022232323222222 سس إن ل 
20 
حيث 13 ع © ,6- -( ,1 - 0 تعوض #2 القانون الدستور 
(4()1()13) - 36/. 63 
(2)1 0 
44 6 6ل + 6 6+1/36-2 
217 +3 جح يراه ا + - د يو د 2 ج بو هذ  <:‏ «لسللل ح ين 
2 2 2 2 
مجموعة الحل للمعادئة 4 :) جذران مترافقان [21 - 28,3 + 13 
مَتَأنّ : جد مجموعة حل المعادلة 0 - 5 ل 2 4 بإ 2ير 
الجل : 
40 - 524/ة + [- 
بحبح جمجكهكحج 2 ين 
20 


حيث 5 ح © ,4 -( ,1 - 0 تعوض 2 القانون الدستور 
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| 21+ 4- _ 4حارخ 4- _ (400115) -16/ 2 4- _ 
م +2--222 6 7 ند شه كا تسح لتساك 
2 02 (2)1 


مجموعة الحل (8 +4 2-,2-4-] +24 ديج (, 2-83-- ير 


مثال : جد مجموعة حل امعادلة 0 -م 8‏ 35مر 


ريدت 

0 - 83 + ثير 
27- - 72 ججح 0 -ح (213 + ع22) 611161 0 ع (4 ع2 - )22 + من) 
4 دادم |( , 2- عم , 1-<م ج-ت 0-(4 -ج12ن2 - 22) :رم 

488 هسل 211 - 

2 
- 211 10/-4 + 6 5 7 1 
2 2 


03 2 _ 03 _ 
2 2 2 
3غ حدر م 013 + - رن «رجج[غأه 
يكسورضة اتدل | لاسر نك 3 ال 1و لي] 
ملا حظة : اذا علمت من المعادلة جذراها اي (جد المعادئة التربيعية اذا علم جذراها) هذه الحالة هي عكس 
الامثلة السابقة يعني الجذور معطاة والمطلوب حل المعادلة . 


10- 
2+7 





مثال :جد المعادلة التربيعية اللي معاملانها حقيفية وأحد جدريها النظير الضربي للعدد اود 
الجل : 

0 .. . 2+8 
-١‏ يستخرج النظير الضربي 10-7 


؟- يستخدم الحل بالضرب با مرافق للمقام 





2+7 5 10+52 
10-55 10+57 








)20- 5( + :)10 + 10( 
0 100 + 5 
15+20:_ 15 20 

1250 125 ' 125 


3 


. 4 
الجذر الاول (4- 0 6 ٠‏ الجدر الثاني (المرافق) م 


6 5 : 
جمع الجذرين ته حت : | ححتم ييه بت حي ولحاي بجت 








1 16 9 2 4 2 3 . 4 3 . 4 3 
١ 0‏ 000 لاح سد لل داح -- لب -_- - لع - ش) حت 
ضرب الجدرين 26 6286 ' 628 2 0 5 25 / ع 


0 6+1 2و2 جه 0- 71ج 5 - 2 
سنن ال 5020222552025 


2921 . 2-1-2 
فمثلا اذا كان لدينا الكسر الاتي : كبئ-- 


ملاحظة : سنضرب الكسر كك المرافق لنتخلص من المقام وبعدها يكون لدينا عدد مركب نفتح التربيع ويبسط 
ونجعله عدد مركب واحد . 





مثالهء 0 - 8 + يرم + 235 هي المعادلة التربيعية التي أحد جذريها ة + 3 جد قيمة 0 و 8 التي 
تنتمي الى )ل . 

الحل : ثم يذكر معاملات حقيقية هنا وعوض عنها بأنها تنتمي الى 1 لذلك احد جذريها م + 3 اذن يكون 
الجذرالاخرة - 3 اي (المرافق) . 

0 <<« دعم - فير 

0 - ضر ب الجذرين + 3 جمع الجذرين - 24 

جمع الجدرين 6 -خ ‏ 3ق 4خ + ق3 

ضرب الجذرين 10 - 1 + 9 - (1 - 1()3+ 3) 


المعادلة الاصلية فيها 2 وهو معامل 25 لذلك نضرب كل من مجموع الجذرين وحاصل ضربهما 2 2 لان المعادلة 
الأصلية هي . 0 - 8 +4غزم + 21:2 





2 - 6 ا 2 
0 - 10 7 2 
0 - ثم , 2- - 0 0 - 20 د12 -212 
النوع الثاني : المميز يحتوي على (1) 
مثال : جد مجموعة حل المعادلة ‏ 0 - + 3 + 327 72 
ع110/2-40م- _ 
20 كد 
12-41 -210/9 3 _ 4)1()3+3 -7/9 2 3 _ 
2 0 2 0 
١3 7‏ + 3 
أ 0 ا لاتحت ١‏ 


2 
بتربيع الطرفين | 51 + 0 - 41 - ]١(-3‏ 
“51 + ه) - 41 - 3-ل1 


٠ 151537751117115‏ 1117 ةلال 





201 + (52 - 2م) - غ4 - 3- 


(02 ل 3- ح 74 داكو 
)3 لاك ماك ١‏ 7500 
ل لد 0 -6 2-56 20 - 


(نضرب > 62) 2-5 - و 

0 -4 - 32 + ثم ج 2ع3- - 4 - 2و 

0 ح- (1 - 2ه)(4 + كم 

تهمل 4- ح 2ج ججح 0 -4 + 2م :١رور[اغزه‏ 

1+- جه 1 -2م ج 1-0 -2نو 01 
2 


_ 2ب 


“. الجذران 28 - 1, 28 + 1- نعوض لي معادلة )١(‏ 
21 +2 21 +1 -3 








7 +1 - ح # 6111261 

7 2 2 

3+ 1-28 4- 27 00 

2-17 - جح ل نس م 01 

- 2 2 

مجموعة الحل- [ 1 + 1 ,1 - 12 والجذران غير مترافقان 
حل تمارين (2 - 1) 
س1 / حل المعادلات التربيعية الاتية وبين اي منهما يكون جذراها مترافقان : 
2 - 72 (ه 
جذران مترافقان 210/38+ دج ج 1/1212 داج جح 122 - 72 


0 272-5+13- 0 








13 م , 5- ع-(ز , 2 -0 

4 - 21/25 5 _ 213 » 4 - 125+ 5 _ ع4 - 4طلدع ط- ‏ 

14 0 2 2 1 20 0 
1/01 5 001 5 5417/09 
جانران مترافقان لكل لل مو الل ير د ةد 





2 2 20 5 
11 1 د -17717771/7777777--1ر 


81 -4 -1/4+ 2- _ (4)1()2+1 -4ل < 2- _ عمه - 52ل هد _ 











نجد قيمة الجذر ‏ (1) ... مجك كاج 


8- ح 58(2 + 6) حت بتربيع الطرفين [51 + 4 - 88-/17] 
[8 -0-غمم2 + (2م - قم) 
(2)...... 52-0- قم 


)3 4 0 5 - 8 
آنه ده سس اكت بح ا ضحد حّّ -- 
م 47 رو 65 3 
16 4- 
(نضرب ا 84-) 0 - 02 سم جد 0 2م 7 


0 - (4 + *4()5 - *54) ج 16-0 -4و 


]2+ د م]| + 4 -2م جح 0( 4 2[ «رجر[غزه 


72 0 - 
ّ_ وت - رج ح 
01 42 01 7 01 


الجاران ينها 121 تح 2-32 


تهمل 4--5م ججح 0 -4 27م +01 


27- 24+2-27- 5 
- جح 0احخدح اللتتللت جح ج 611/61 
َ 2 
5 27 إ4- 4-27- 2-2427 2-24+28- 
7+ 2--ح--- بسح بتبنيب م اللبتت ص للتتتتتب تاي 01 
2 2 2 2 2 


الجذران غير مترافقان ( + 2-, م-] 
0 - 25 - 472 (هم 


0085 254 _ 2 ب 2-25 ماود د تن 
4 - 27 4 - 27 4 ح- 7 - 7 


_ 5 
2232255 








«٠» 57 51 © 3‏ ©» © يي 
. مجموعة الحل -- ]| والجدران مترافقان 
0 ح 3 +غج2 -ش2 (/ر 


3 -م ,28--مثم ,1 -م 
1-4-3 0قساد رب 406 ف _ 


20 2)1( 


175377511171151 2 1117ل 
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جم ( 2 متجعحكد 


: 2812448 2811-16 
27 + - 2 لج ل جح بم 


#- 21-2 ح ع -5 27 ار 37 -2 + عدج 
“. مجموعة الحل [31, 1-1 والجذران غير مترافقان 





0 ح خ + ج)(:3 -2) ج 0( - 3 +22 --72 
- ع عاج 0 - : + ع مه :3 - 2]| ج 0 - 3 - ع «رمع[ؤزه 


“. مجموعة الحل [31, 1-1 والجذران غير مترافقان 
س2 / كون المحادلة التربيعية الني جدراها ا , ١/1‏ حيث : 


-1 -]م 2 +1 - 71 (3 
مجموع الجذرين ‏ 1 + 2 -](1 - 2) + (1 + 1) - (2 - ]) + (2 + 1) 
شرب الجذوين |/ + 3 -2:/2 -غ2 + :غ -1 - 7 -220)1 +1) 


0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 1 3 | مجموع الجذرين) كير 
المعادلة التربيعية ‏ 0 ح- (م + 3) +2«( د2)-2ير . 





: 9*1 
- 3) -ح ][آ 5-2 11 زط 

3-41 3-42 1-42 (  3-3ئ-خ+2(‎ 2 2-47 1 

1+ 1+8 1 12-2 2 


12 - 5 -2 ج 12 - 5 -ح 42 12 - 9 - 2:5 - 3) -ح ][ 

مجموع الجذرين 144 - 6 -](12 - 2-) + (5 + 1) - (121 - 5) + 282 -1) 

حاصل ضرب الجذرين ‏ 221 -19- - 2415 +101 -]12 - 5 - 128 - 22)5 -1) 

0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 1 3 | مجموع الجذرين) 0 

المعادلة التربيعية ‏ 0 - (:22 -19-) +2( 141  )6-‏ 2ير . 

س3 / جد الجذور التربيعية للاعداد المركبة الاتية : 

3( -67 

64- ح 5(غ5 + 6) تحت بتربيع الطرفين 61-/17 - ]8 + 0 


[6- -1(ط20) + 20( - كم) ج 61- -ح 1ع + 261 + كه 





3 دجي جح 3 -2جم جح 3-0 2ن «رور[اغزه 
13 13 

3 -ح مجه لد د وج لح زر 
13 0 


تهمل 3- -ح 2ج جح 0 - 3 2م 1م 
“. الجذران هما 1/34 1/3 , 1/38 + 3/- 
247 + 7 (ط 
24 +2-7(زن بو) مد :24 + 1/7 ح زع + هو 
241 +7 -0(1ه2) + 520 - كم) ج 241 + 7 - 7212 + 21 + ثم 
(1) 6 -2[ كم 


12 24 
)02 ب006. سعاعدموججه داعم ج 24 -20 
0 20 
نضرب<ا 62 1144 123 
توج - جور عن بختنا م _ ك1 تم -77- 2 هم 


0 ع (9 + 2م)(16 -2م) جه 0 - ه144 - 712 - ثحو 
4+ - م ج 0 -ح (4 - )4 + ع) ج 0 - 16 - 24م ١رمرزؤأه‏ 


12 12 
0 4 
12 12 
0 44 


تهمل 9- - 2ج ج 0( -ح 9 + 2م :رم 








. الجذران هما 4-38 ب 38+ 4 
4 
1-1 0 
يجب تحويله الى الصيغة 81 +1 0 عن طريق الضرب بمراقق المقام 
(:1/3+ 41 _ (:1/3 + 41 _ 110/31 1ي 4س - 4 
1-3 “(5,) +12 1/34 +1 11/313 1-31 
1/31 + 4)1 


تربيع الطرفين 
31+ 1 - 582 + ع) هححت زول + 1 - زم + و 


4 + 1 - :(هه2) +(2م - تم ج :3ل + 1 - 22م + ؤزهم2 + 2و 
(1) 1 -752 - عمو 
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)2( 00 م ج 7/3 - ه26 


2 ر 
(نضرب»< 482) 3 1/3 
2 414 - 5 ل الك رس ات 
0 -(3()282-1 + 252) ج 0( - 3 - 42 + 44 
1 
لل دم جد كم جح 1 - 22 جح 0 -1 -272 1ج1[]زه 
12 4 
ع 5 1/3 1/3 ل ع 
تت -0 |7 سس ل للد اج سل جحت ع حل ح- ]ع 
5 | ( 3 20 
--)1/27/2 [-2)1 
0031/2 0312 
تهمل ‏ 285-33 ججح 0 - 3 282 01 
1[ 0/37 1 072,3 
“. الجدران هما 5 


[حببج حجحايه ث> إبححيةه 

12 01/2 12 01/2 
س4 / ما المعادئة التربيعية ذات المعاملات الحقيقية وأحد جذريها هو : 
(3 
“' المعاملات أعداد حقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق وهو 1- 

مجموع الجذرين 01 + 0 - (1 -1) + (0 + 0) ع (غ-) + ع 

ضرب الجذرين 1-1-)--2 - ق).غ 

0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 1 3 | مجموع الجذرين) ص كين + 

0 ح (1)  )0(«*+‏ شي . 

المعادلة التربيعية 0 - 1 ل 12 


5-2 (ط 
'' المعاملات أعدادحقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق وهو + 5 


مجموع الجدرين 0 -(1 +1 -) + (5 + 5) ع (خ + 5) + (غ - 5) 
ضرب الجذرين 26 - 1 + 25 - 2 + 273)5 - 5) 
0 - ( حاصل ضرب الجذرين) + :2 [ مجموع الجذرين) رار 


0 -ح 25 +10 - شير . 
3-+2/. 


5 6 
'' المعاملات أعداد حقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق و - 
عد كم - 1 
2 4 4 4 4 4 
رت كو 1م 
116 16 16 4 4 4 4 4 4 
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0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 2 3 | مجموع الجذرين) كين سه 
11 2 
- 1 بيرشة غم . 
16 2 
س5 / اذا كان 1 + 3 هو أحد جذري المعادلة 0 -ع (51 + 5) + 2ج 225 فما قيمة 0 © © ؟ وما قيمة الجذر 
اللآخر؟ وزاري 7١١١‏ / دا 
الحل : نفرض الجذر الآخر هو ]1 
مجموع الجذرين )م01 ذم داه 0 -دع] + (خ + 3) 
ضرب الجذرين 51 + 5 دع رخ + 3) 
20+10 _ 51 -:15 +51 - 15 ر_ نحةي 5551 _أكلة5 در 
010 200 2 + 32 (2020203+83-4غ3+4 20 
27 + 5 ع 0 ج ع2 ع (خ + 2) + ( + 3) ج و جدع] + زرخ + 3) .٠‏ 


الجذرالآخرة +2 دع ..ج 2+8 - 














أمثلة أضافية محلوئة 


مثال : أوجد الجذور التربيعية للعدد المركب 488 - 55- ثم استخدم الناتج 2 ايجاد الحل للمعادئلة 
التربيعية التالية 0 ع (م + 13)1 +22(2 + 1) + 1:2 
الحل : نفرض أن الجذر التربيعي للعدد 481 - 55- هو آط + 0 
تربيع الطرفين 
|48 -55--502 + ع) صصح 48 - 55-/10 - أ« + و 
48 - 55- -ح ](ط205) + (52 - كم) ج 48 - 55- - 1[ +261 + ثم 
(1) 55-- 8ق - عمو 


204 8 
تي د 0 حم ع هن ج 48- - 20112 


نضرب»< 107 576 417 
موه - 4م - مجو متت وو - 0 داوع -2م- - 


0 - زو + 62() (4ه - 55) ج 0 - 576 - 2ووو - ثم 
نعوض 4# معادلة (؟) ‏ 1828 - 8 جح 64 - 2ط 61611617 


2-2-2-2 
- ل 62-78 م 


تهمل 9- -75 جح ( - 9 ب ثم #رم 
. الجذران هما 84 + 3 - , 84 3 


الآن نحل المعادلة 0 - (م + 13)1 + 28(7 + 1) + 24 ياستخدام قانون الدستور حيث 





جم ١‏ 2 متجعحكد 


(132 + 4()1()13) - 222 + 1)/,. + (2 + 1)- 40 - 1/524 + 5- 
1-2-1-5 927صل2722232222222222777: ا ...كت لل22ت<تتت<تتتتب حا يز 

















(2)1 20 
(521 + 52) - 412 + 41 + 1لو + 29 + 1)- _ 
(201 4 
 -)1 + 20 <1/-55 - 481‏ (520 + 52) -4 -41 + 1ل + 2 +1)- _ 
2 1 2 9 ا 
(87 - 3) + (22 + 1)- 
10000-7 ا 
4+6 3+862-:1-2- 2 3-82)-1-2- 
24+3--- 1252522 بي 0 6111617 
2-101 3-82+:1-2- 3-82)+1-2- 
1-57 - 2 لل لانن اح لل ل لب ح ون1 01 
2 2 2 
“. مجموعة الحل [51 - 31,1 + 2-] 
مثال : كون المعادلة التربيعية التي جذراها 8 - 3 , 0 
الجل : 
3-7 ح رم 
م 10)3+82 _ +10 _نجقي 10 _ 10 _ 
"37 10 32+12 2د+3-3 2 5223298-20 
مجموع الجذرين 6 -(1 + 1-) + (3 + 3) -ح (ثخ + 3) + (غخ - 3) 


ضرب الجذرين ‏ 10 -1 +9 -2/ -:]3 -غ]3 + 9 - 7 + 272)3 - 3) 


0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 1 3 | مجموع الجذرين) شي اه 
المعادلة التربيعية 0 - 10 +6 2ير . 
مثال : جد الجذور التكعيبية للعدد المركب 81 - 


الجل : 


0 ح ةزع تبرج 0 -(2) :8 اثثر جح 0 - 8 بد ثر جح 8 ح ذير 


0 ع (4 -نمر2 + 2ير) 2 د عر) ح 412 + زمر2 + 2ير) 21 - رر) - 5ز 8‏ تير 


27 ح رز > 0 ع (2 جد عر) 6111161 


بالدستور 
4 دم , 22 حدم , 1-ج جل 0 4 ع2 ل شير عرم 
6 + 4ل +21- (4-)(4)1 -:412/.+2- ممه2-4م/د+م- 
ع للللللسلسشتشتك. >< :للحت كلت .حأ سس سسحتت 2 7 
2 (1) 2 20 
3 +21 2 +21 
3 + <- رخ« 2 سس اد و7 سلب ح رن 


2 2 


. مجموعة الحل (1/3 - غم , 1/3 +8 , 25) 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 


مثال : جد الجذور التكعيبية للعدد المركب 8 


الجل : 
0 ع (4 +دعر2 + 2ع)(2 -2) - هق ثير جب ق ح دير 


2 -ح بر« جح 0 ع (2 ح ير) 61/161 


بالدستور 
4 دم , 2-م , 1-ن جه ( - 4 بدع2 + شع عزم 
16 6 - 1/4 1 2- _ (1(04) 4 4ل + 2- _ عمة - “لاد + 6- 
ا (1) 2 20 527 
31 لط 2- 0/12822+ 2- 17 اسك ب 
31 1- - 1 حدس تن ع يريو جه الملل تح يئر 


2 2 
“. مجموعة الحل (1/381 - 1- , 1/38+ 1- , 12 
مثال : أوجد مجموعة الحل للمعادلةالتالية 0 -28 ع2 - شير 
الجل : 


2 


(نقسم المعادلة على  )4‏ 0 -28 -ع2 - 2ن 


4 ل 2 
5 7 2 27 22 16 
0 - 22-2 - غير ج 0 - 2 - يرنه - ير ا ا ع 


بالدستور 


2 دم 28 عدم , 2-1 جه 2-0 -«2ن2 2ع 
(2-)(4)1 - 21(5) ل. + 214- _ ع4 - 2/< 8- 


(201 1 20 كا 
2 2+4 4+8-/2+07- 
1 + 3 تست 2 للج 22 لللل<--:-للت2 2 
2 2 2 
مبية اين نيص ايم 
مثال : أوجد مجموعة الحل للمعادئة التالية ‏ 0 - 4 ل 4511160 - 1:2 
الجل : 
بالدستور 
4 دع , 45116 ددم | 1 حم جح ( - 4 دير 451:16 - فير 
(1()4) 4 - *45111:6(2-) ل. د (451110-)- عن4 - 52/د + 7- 
يسبب ججحب لحي _يا_ ‏ -ربيتبيين سس ا لول 
(201 20 


[1 - 511:0(5)] 16ل + 4511180 _ 16 - 16)51110(5ل. + :45111 _ 


2 2 
[*أ“(50مع)|16ل. < 451:6 _ [50(5مع)-]16ل. < 451:6 _ 
حتت لت تتا د 
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جم 2١‏ متجعحكد 


7 4050 <- 451110 
7 56 - 257760 ح-ط بعلتب هد ع 

















2 
“. مجموعة الحل !1 205068 - 2511180 , 1آ 220580 + 251110 ا 
مثال : أوجد قيمة كل من 77 , 2 من المعادلة التالية 6 - 52715 17(5 + مج) 
الجل : 
87 87 
ايز اترية 1 * ياعم ها 
- 87 
5-[ » ا 2+(2 2 
' 1-7 جا - انمه 101 م 
57 +81 -82 8 
و 6 ا ب | - بوره + زر قن 
167- 
5 -:8- ح ]إربوج2 + (ذبو - قعو) 15 - (ت) - إبووة + (تبر- قه) 
)ميب +18ح. ب كروت ذير 
2 0 0 8 2 
)2( 2 2 2 2 
1 1 نضرب< 72[ 2 16 2 2 
37 - | 7 - 16 ضصح 15 ح 7 2و0 15- اين - 


0 - (1+ 1600 ر_ “رم ج 0 9 #رر5 1 - أبر 
4+ ح بر ج 16 - #بر ج 0 - 16 - 2ب ١لج1[غغة»‏ 
2-1 جد شك دك دير 
14 ابر 
تهمل 1- ح #بر ججح 0( - 1 + 2#بر 01 
2 
مثال : كون المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذراها (1 - 0/2) 
2 2 
الجذر الأول 2 20/28 -1 -2خ 210/28 - )0/2 0 (-0/2) 
'" المعاملات حقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق ‏ 210/28 + 1 
المجموع 2 - (21/21 +21/2-) + (1 + 1) - (21/21 + 1) + (21/21 -1) 
2 
الضرب 9 - 8 + 1 - (21/28) -210/21 - 21/21 + 1 - (21/21 + 217/21()1 -1) 
0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 1 3 | مجموع الجذرين) دغيراار 
المعادلة التربيعية 0 - 9 +22 12 ٠.‏ 


واجبات 
- 2214 + ه) 








س / جد الجذور التكعيبية للاعداد التالية (271-, 125, 64 , 1 64-) 


س / جد الجذر التربيعي للعدد 64.1 
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جم 2١‏ متجعحكد 


الجذور التكعيبية للواحد صحيح 
0 -(1 + +07)72-1()22 - 1 - 75 جح | - 3ع 


الجذر الأول 611161 


1 -<»© , 1 -ح 7 , 1 - © بالدستور 0 - 1 4 7ج + 72 01 
(4)1()1) - 1(2)ل. < (1)- _ عم - 2ط + 6- 0-0 
(2)1 0 20 0 
3-/1+10- 10/1-4+ 1- 
ال سا 25 اسل سس ست كك بر 
2 2 
13 1- 31+ 1- 
7م ل جسسيييييم الب االللاا شع لك2 





”. هناك ثلاثة جذور للواحد الصحيح وهي (05 ,0) ,1) حيث أن الرمز (0)) يقرأ أوميكا "00 011169" . 


خواص الجدور التكعيبية للواحد الصحيح 
)١‏ الجدران 04 ,00 جذران تخيليان مترافقان . 
؟) مجموع الجذور الثلاثة يساوي صفراي 0 -ح ين + 0 + 1 
*) حاصل ضرب الجذور الثلاثة يساوي واحد أي 1 - “0)0) 
استنتاحات لخواضن الهدوو : 
-١‏ مجموع اي جذرين - سالب الجذر الآخر مثلاً |002- - 1 + 0 | : ظ 
11- - 2ه +م|. 
؟- اي جذر - سالب (مجموع الجذرين الآخرين) مثلاً ْ ْ 
2ه -1- د م|. 
م 1 د 2ن جد ل دن ججح 1 ح دن 
زفق زفق 
5 - كل () هي مرافق “00 وبالعكس اي يمكن استبدال احدهما بالآخر كما ف المثالين التاليين : 


م5 + “س3 - “س5 ده 2 (2) 
20 + ثنم4 - كن2 + س4 )5١(‏ 


ه-3/ل+ عدن 2ن ح 2ن -دن| لاحظ 


ع ةج جا 





2 7 2 2 )]2 2 ' 2 


٠ 171537751117115‏ 1117ل 





5د- 1 ح 3ن ح 2ن .ن للاحظ 
4ح 3 1 1/3 1- 8 1 3 1- 
1 -2--2 + - 02 + 2 - |21 ).ب 
4 5 4 2 2 2 2 
/- 7ن -3717نن , (... , 1,2,3 8-6 حيث (:1) عدد صحيح . 


/- نستخدم 03) لف عمليات التبسيط . 
ومن هذه الاستنتاجات نتوصل الى أن ناتج 00 مرفوعة الى قوة معينة هو أحد جذور الواحد (05) ,00 ,1) 
لاحظ الأمثلة التالية : 


م »0 .(1) دنم 3 


م ح 4ه (1 
“ن -ح “2و . (1) ع “2ن .دن - دن (2 
1 -(1(.)1)- ثن.ثن -ح *(5نس) ح 6ن (3 


1 - )2 5 060 ب 1ر0 )4 





2ن - 58+60-ن - تن 58-نن - 58- رن (5 
تم 1 1 1 
2ن --2-2 - ل سح - 4 بن 69 
7 7 م.ذنى ‏ 4س ) 
3 
7 س . 1(7) م .3(97م) ‏ 22نس 
2ن ح 2ن ذن ح ددن - 0 1127) درن 06 ددن 67نن - 6171+5رن )8 


0 1 + 5ن + بن (و 
5 : 0 -1 + 2ن دن - 1 + أن .دن دن .2(دن) -1 + دن + تن :1.115 


5 32 6+5 
00 _ لطن 0 5ر0 1-نى ‏ (1()6+5حا)رى - 0-5 إن (10 
تاد ا : 
“ن “.3ن .1 
355255-55 
ك4 رم 


0 - (2)0 ع (ر2كن دم + 2)1 - 4ن2 + س2 + 2 (11 
7--3(3-) -5[3 -- 2]-02([13+-م2+5)0] ع 502(3+و12()2+50 
79س - ن | 4- ع-([(4|10+2)1+12-- 2(9ن2 +0 + 4)2-(13 
4-(9س-)4- -[9(ن-)]4- 
02+44 12 - 4021-9 +120 - 2122-9 - 3)+20(2 - 3) (14 
(02+م)8 - 18 ع-02ن8 - و8 - 18ح 40 +1202 - 4)02+9 +120 - 9 - 
18+8-6- 
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مثال : اثبت أن 
رج 1 1 
0 أنه + 1 2 )ا ( 
*سه ‏ 5ه يي 1 1 1 589 
2م - 5-606 29 م - أنه + 1 1-2 


565 : 3- - 2 -1- -2ن +0-2- 2ن +00(2-04-203 + _- - 





3 :بم - تي جه 
- 2 زاب 
م +2 2نم -2 م -2)-(2 -2 1 
مس2 س1525522-ههككك 2 6( سم هضيع ري د ل بي): 1]5],]آ 
دن + 22 - نن2 - 4 (م -2()2س -2) 2ن -2 2-0 
“*ن + ثن2 - كن >رن + “س-) ‏ ره + كسم ر رم + “رم 0 
49 072 5000000 542 2020 1 + دن 4-2 - 
03 3 1-2 _ كس +2 حهر_ 
0490049 02020 0200 
؛- (سجه) 2 +2 د ده 
_ “سن +1 )2 ١‏ 





0 20 ذم د _ 2 
ته 12 ل اوتاه اسك 1ل ال 117 
ال 2 7 2 - (تجو) (2 2 - :5ن 
(3+02()2(01+02()02م2 -04)-(02) (02-0(2)2+202) - 
5 6 - (2-)(3-)-(203-)(2 -1-)-(012)(س-)(2()2٠‏ + 2 - ن)- 
2 1-'/س + 4أس 
3 2 5س + 10س 
0 2 2- 1-1- 1س +تسه 1س (تمس) +تس*(ةس) 1- "5س + ثام 
تن م ]| 2- 2س +س ‏ (2-2ستن +دس.3(تنس) ‏ 2 5س + 10س 


5 2 
15 : 18 - (2 -ه + ]) [2ه + - 1) )5 
' 0 0 
5٠١ 2 2 5)‏ 2 1 4 
52 -م + 1)( ه + كد -1) - (-ه +1) [2ه +ع -1) : 15اآ 
(5م5 دن + 1)(س2 - 2ن + 1) ع (“ن5 دن + 2()1ن +دنن2 -1) - 
5 : 18 -ح 5م18 - (كس6-)(«ه3-) - (نن5 - “ن-)رزن2 -ن-) - 





1.115 : 


2--1+0(3)+12(3ن+1) ر6 
2تس) -3ن- -3(2ن-) + 1(3-)-02(3-) +3(ن-)- 093 +1)+2(3ن + 1) : 1.115 
65 : 2- - 1 1ح 


٠2 117153775111771‏ 177 اط 1ل 








2 
1 0 0 
2-6 ل ا 7 
9 (“504+ه2+2) (2045+ه50-+2) 
ف ل - : 9 115,آ 
57 2ن 2] ' 2[ن5+س2-] 2 2[2س5+(س +2)1] 2 2[س5+(2س+2)1] 2 
2 2 2 
1 ()- 1+ 1 2 2 2 ك4 42 
05 : يبسح حيتي جح ننس بحا يبن يل عت ع جنم بل جت. جح يست بك ويه 
9 ىس و9 2ن 9 2نم9 ' 92 94 2مم 9‏ 25س3] | 5س 3] 


مثال , اذا كان 22 + 200 + 1) ح (8/ز + 6) اثبت ان 1 -ح 2بر + شير 
الجل : 


, 1/3 
دك 
2 


3 
-ع-ةوىع20(2 + س-)ع02(2 +2 +1) 22 بن 2 +1) -2 52 +ن1+2) 


13 _2ئةة_, ر 2-142 _ 2 2 
- 0 ) + --- 1+7 م26 


4 ب 


مثال : جد بايسط صورة : 


(وزاري )5٠٠٠١9‏ 5+3)0+502(2)-2(4 + 1)ه (1 
2 +30+5)1|-2(2[2 + 1)[ه ع 2(2و50+و5+3) -2(4 + 01 
2--)-0)21(2 ع 300-5(2)-1202 + 21 + 1)ن - 
4 - (1-)4- - (2ن+ن)4--ذن4 - ننى4- - 


' ب (304+ 5)س 0ا1أس3 + س5 3+ مس5 
5 + 302 5 + 302 5 + 302 
مثال : كون المعادئلة التربيعية التي جذراها : 500+4)07(6+-3) , 4+50+5002(5) 


الجل : 


1(2-1-)-4-5(2)-2([2س +ن) 4+5] -2(2نن5 +5 +4) - رز 
6إس + 1-]-6[نس4 - 4-ن3+5|ح 6[ زم - 1-)4-+402(6-3+501+ن3+5) -د / 
7--30(3-)-21(3- ٠ه‏ -)- 3(ن2- 1+045)-2(3ن+ون1-2)-2[3(ن+1-)] دعل 
6 - (27-) + (1) - 6 + م 

7- ح (27-)(1) - 10 «) 

المعادلة التربيعية ‏ 0 - 27 - 26 + 22 ججح 0 - 27 -26(2-) 12 


2 : 2 : 52000 ١ 
6 ّ 3604 ( مثال : كون المعادلة التربيعية التي جدراها : 302 ٍ- ل‎ 
: الجل‎ 





3 
(301 +205) - ( 3604 : عت - (أس3 + 6 1 
(30421 +م2) - 302 : ص - 302 : 6 دآ 
37 -2- - ](2س + س)3 + رس + 045 ) 2-(20+3021)+(1س205+3)- 8 + 1) 
72(1ه604+6)+(3-903و40)-(202+301()20+30021)- .م 
5-61 - ](2سنس +دس)6 + (9 -4) دع]., 
المعادلة التربيعية 0 - (5-6-) +32 -2-) قمع 


مثال : كون المعادئة التربيعية التي جذراها  .‏ 01) - 1 - #/ , 1-021 - / 
الجل : 


+2 -:(س-2س- )+(1+1) ونس -1) + “سس -1) دعر + رز 
-:(ص-تس- )+(ته -1)- نس - 1) نس -1) د .م 


المعادلة التربيعية 0 ح غ + عق + 2) غير 


1 يون سد , 7 31 م2 358 
مثال : كون المعادلة التربيعية التي جذراها ؛ (ر ار 0 2ى)0ر م ىم 





(م2 + 45م 3) ع (زأن2 +3021) - اعد 3 ع - 2 3 68 -00 
(2س2 +دن3) - (21ن2 + ز3) - 3 2 ع - 20 8 - 


6 | | 





57- - #(ه+2م)5 - 502+50(1)-30+202(1)+302+20(1) داعز[ دارم 
(6042+403-+4ن903+60) - - 30+202(1) . 302+20(1) ع .م 

7- ح (6 - 13)- -[(2و0+ه6)0+(13)]-- غع1. م 

المعادلة التربيعية 0 - (7-) + عخ5-) ‏ شير 


2 2 
مثال : كون المعادلة التربيعية التي جذراها # ييه 


الحل ؛ لك دعر تخ ح عر 


-1 1 2ن -1 





(2س -21 + (نس -2)1 2 2 
ببسب سح للد لهل دعم + مر 
زم -2()1س -1) سم -1 2س -1 
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6م 4+2 “2ن دمس)2 4 “س2 -2 +2 -2 
7ت 5 استاكلت 59 ةك كاف 2 سس سه 1 110 
3 1 2ن - (ن ‏ 2 دن بل 2ن دان 1 


+ 2 
4 4 2 2 
83 دن +2ن -دس-1 > زيينه) زتي ج) -1.: 
5 5 4 2 
المعادلة التربيعية 0 2 


: 


مثال ٠‏ أوجد قيمة كل مما يأ 


7 


2 1 1 
عب 0 عثيا) 1 
2 1 1 _- 
1 +(2ن -1-)5 +3 2نن5 + رذن -1-)4 ل و 0 


) 1 1 ) - 
2 ل 2ن 5 - 5 3 2نن5 + 2ن4 -4 - 13 2 


- ) 1 1 ) 

2ن 2 2س +1-] 2 

0 -2- 2سن2 -1- 2 “2ن - 1 + 2- ©(2س+1-)-2ن‎ ١“ 
2 |)-1+ ره - تس-) + 12 إنس - تس 2 - تس +12 /ر(تس -2) رتس‎ 
- (2ه +2)1س4 +1 _ خس4ه + تس4 +1 225 -1م س2 -1م‎ 
٠ 2+1 7 3 7 9 17 9 


1- 3- 1-4 5س 1-4‏ _رس-)2س4ه1+4 _ 


7 1 9 9 9 
2 
( 014 + 1/1 + 13س + 1/1) (2 


(-/+ #ه-ل) - (2ه +1/ + » +1/) - 
4-) - 2ه 1 به)ة) ح >(21ن + زن) - 1 + 2ه 


1--2ج - 


+دلن -1 
أن +دن ++1 


3( 


2 2 2 2 


0 2- 7 اك ا 0200 من ح دن +1 0 
(2س-)3ة +1) (2س -)ق +1) 2+ ]1)نس +غ+1 2 
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2 1-4 _ 21-5 
2 1+2 1-0002 0 


0 +ه 312+ 2) 4 








(تجمم عي ) 72 + ىن 1/2 3 + صم - 


(1 + سل + غس) (1/2 +ه 31/2 + 2س2/) - 

(1 + م4 + 2نس)1([2 + س 3 + 2س)2/] - 

(هم4 +د هل ([ه3 + (س-]2/) - (س4 + 1 + 2م)2([س3 + (1 + 2ه)]2/) - 
4 - تن 24 - (ن2()3م8) - (س3) (0/2)20 

5) اذا كان فتحف + ل2) حم فرثبت أن (0 - 23م + 22م + 12ه) وكذلك (1 - 32م .16ه .0م) 


1س اقسلا 1م ا 
د د قد . 


0 ع 2ن دن +1 ع من 'لثنس) دن 7رثن) + 4وذن) ع تذن + ذأن + كأن ع ذكم + 22و + 2أو 














1ح تن ع تن ن. 1ح #تن بكأن .تن - 34و 16أوبنو 
0 1 2+0 1 
ل : برهن ان 000 كن 2ن ده 
الجل : 
2 فنك 2ه -1- 1 ركس + 2) -1 3 سدكت 
7 
مثال : برهن أن 81 - 02(8#س - س) 
الجل : 
1-14 ] - 21 كنم ل كنم] جح 4ك + ذن. م2 - كنس] ج 2 -دس)] ع 2(5ن - دمس) 


1 - 9[7] - *[*(3-] - 3[4-] - 
مثال : يرهن أن 7/- 8(3سن ”سنس -]) + 3(ثأس + 1) 
الحل : 
2ه + نم) - 1) + 2(3نن-) ح رذن دس - 1) + 3وس + 1) ع تو8ن - '/سن - 1) + 3وكن + 1) 
8-7 +1- - 2(5) +1- - *((1-)-1) + (6ن-)- 
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5 6زن - 
لاب دده يج :م ذ-ن 


2 +2) /ِ 5688 2+2 ١ 
- 2-2( (2 اصدعدن-‎ 


[م2 + تن 2](ه - نس) ع إز(كس) ننس2 + كم)2](م - كمس) ع (“س)(“س2 + 2)٠س‏ - ثم) - 


31 - (31/ط)2- - [(1-)2](ه - 2ه) - [(ه + 2ه)2](ه - 2م) - 








48- 7 
مثال : جد ناتج 32,77 والتي تحققق المعادئة التالية .+ ج- - 377 1 2 
َّ 9 
الحل : يحل بطريقتين 


الطريقة الأولى : 4/3 - 4 حاد عدا لطي - كك د ابر +ع 
جح ن3ايه - 4 - ابر + ع 
الطريقة الثانية : 
7 1- 
1 - 4 ار 8- 8- د وى, 
لجللل “ <ةااا ابت 8# ججحححتج. كك للججججحت ور 2 ملل اتا لل 
03 12 34د 1- ل بخ 
)+ ©6 2 '! 2 20202027 2 2 
4/3 - 4 4./313 - 4 
اق - 4 - ابر + عد جد 4/31 - 4 - تسد - خخب- حت إتودير 
4 47 


3 3 , 4 ح نر 
طريقة حل المسائل التي نحتوي على 0 فهناك بعض الطرق الاساسية التي تستخدم ل تبسيط حل المسائل 
وهي كالانتي : 
الطريقة الأولى : ايجاد العامل المشترك 
مثال : جد قيمة ما يأتي : 





 ])2-11_‏ _(2س+هس)2+11/ __2س11+م2+11 
2+5 لود (2ن+ه)2-5 2ن5-ن2-5 


3 
77 7 
:3 _ 9-]م _1-10) _(2س+م)1+10/ _2م100+م1+10 )م0 
2 4 لد 1+3 لد (2س+مس)1-3 لد 2س3-س1-3 
مثال : جد قيم 2,1 التي تتحقق المعادلة : 

الجل : 








لد (61ن» + 1/ + 32ب +1 ) - ترج ع 


م +1 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


ير _- 2 +7/1+ ته + 07/1) - 5- (61ن +1 لو ايه 


1-2 8+ 
لسك ١‏ 0 ( الع د تت كل حك ا 5 + ند 
هل 














12 + 2 2 





2-8 - زوه + تن ):] 5-46 -00(25غ + وغ) - 5 -5- (ها + 4 -لن) ح ]بو دعر 


+3- -(خ-2)-1-- 2 -2)-1((4-):] ح قرو +ع 
17-1 , 3- ح ير 


مثال : جد قيم 7[ , 26 التي تتحقق المعادلة : 

















الجل : 
1 
72 + كسخغ 0 
1" - 171 + معد 
1 1 
72 ل “س):ة 72 + كسخغ 0 
0007 ح- (]3 + عد)ن جب 02 ح- آم( + سعد 
1 1 1 
10202 . 02 2١(رس-)ة‏ . 
1 ح- (أنز + ع)ن جب ما ” | 02 ح- (غ7ز + د)ن جب 
أ-ل/حه ح (أبو دو)ن جح تننز-لن. - 2(73ن1-) - (أبز + و)ن جه 
بلتربيع للطرفين ‏ 4-/1 ح (78[ + :) 
- ح 2(غجز + عن) 
0-7 غربوم2 + أ#بر - قعر ج خخ - 0 ح كرو - ؤرومر2 + شير 
(1)...... 0 ع شبو- قير 
)2( 0 1- ح 77و21 
1- 
نعوض معادئة (*) 4 )١(‏ (*)..... ال ح بق 
نضرب*< 112 1 
0 - (222-1()22+1) جه 4122-1-0 حب 0 - ج22 
223 2 كك شك 51 ١‏ - 0 7 م للق 1 1 
1 (272)2-2/ (25) 2 1 جد م 1 - 2 در د ج 0 ع 1 - 22 ١وج:1[‏ ]611 


يهمل 1- - 222 ج 0 -1 27ر2 1ن 


ددهم [:2-ظ| ,132 
لجدران 2/. 2/. 1 2/. 2/. 
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مثال : جد قيمة الآتي : 543 + 30 + 5) - 4( - 1) 
الحل + 
*((س -1-)5 + س3 + 5) -82[2 -1)] - 2(3هم5 + س3 + 5) - 34 -1) 
4 - 8 +4 - ت3ن8 + 412 - 3رن2-) - 21[5-] - 3رن5 - 5 -دن3 + 5) - 25 +2 -1] 
مثال : كون المعادلة التربيعية التي جذراها “(2)02 -(20 -2) , 1(5 -202 + س2) 
الجذر الأول 9 - 3(2-) - 1(2 - 2 -2 -20) - 1(2 - ون -1-)2 + 0ن 2) - 1(2 - 2ن2 + س2) 
الجذر الثاني 6 - 4(2) - 2(س2 + 2 +س2 - 2) - *((ه -1-)2 -ن2 -2) - :(2س2 -س2 -2) 
مجموع الجذرين 5- 9-16 
ضرب الجذرين ‏ 144 - (16) . (9) 
0/1111 
المعادلة التربيعية ‏ 0 - 144 +252 22 .. 
الطريقنة الثانية ٠:‏ طريقة الاستبدال 
مثال : جد ناتج 31+20+40072(2) 
2(س4 - 4 - 20 + 3) - 2[(ن -1-)4+ن3+2] - 2(2نن4+ن2 +3) 
3- - 4 - 1-(20(2-1+41+402-1+4)0+02 - 1 -) - 


الطريقة الثالثة : معاملات البسط والمقام متساوية 











:0 3-+ه100 
اي جدنانة (1بدى: 
(3045 + 10)سه 5س 3 + س 10‏ 100+3 
 302+10 32+10‏ 302+10 
مثال ؛ اشبت أن 24-9 - يي 


اسه - تون0 2 تسم -ع 5 0م» لقم دسم« نيج 
ع -2نين0 ) توص سوا /»- ت2ن0 طحصه 
١ , 1 4‏ 1/) ©٠ع-‏ 2صل)س “سط - هه 
ل) ح- 0 - جب ب اكت ل تدا ا الح لت )| اضد 
ا ع [ه ع6 ١‏ © - 00025 ةم 


- ])20/3:( [2 - )3:2(2- )-3(2 - 9 


الطريقة الرابعة : ايجاد المضاعف المشترك 





8 دم 8ك 7 58 5 ( 

عد يي «٠‏ |27 كك وت > #دهوجحكتا 

: اضيب ان رومع 3-2 «س-3 
الجل : 


5 5 5 1 1 05 )3- رد - 3 -(2س‎ ١“ 
2ه - 3)(ه - 3) )29 - 2ج - ا‎ 


2 








2ن 3 نل 3 
2 
د + 4ن +3 4ن 3 
لبتل 0289 - | للللللتتبر(ر25) - 
٠١ 1 _ ١‏ ا جتر) ٠١‏ 
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م ( 2 متجعحكد 


2 2 2 
س + 05- 5 ١س‏ +4س- ل م + 05- 908 
١) 13 ١‏ )0 | بصم 0 امستفي) )2 


23 4 2 4 2 3 4 
عسشيدمم 2 لمعه 5 فتصستحم 5 


169 169 169 
5 0 30 2-(1-) 2- (زكهس + هس) 
ود - (و2) 9ه - ز 16 )9 -( 169 )059 - 
1 ,1_3 103 
كثَآلّ ]جد قيمة 1ه 0 --22+4 2222-23-2 23 - 423 


40.3 223:10 -_ 22+ 0“ 1 2-1 - 

حرا اللاسس 0 - “س +ه 2 ك5 “0 +:22 _- +22 - /) 
0 - 2020 + 220 - 2+20 -- 222 

23)23 - 20(  202)02- 20( - 0 

)2*- 20()2:-205(- 0 

مه دع ج 20 - >2 ج 0 ع (20 - 23) 61][161 


2ن دع جه 204 - 23 ج 0 -(205 -:+2) 01 


حل تمارين (3 - 1) 
س 1/ أكتب المقنادير الاتية بأبسط صورة : 


ه 1.٠‏ عدن .4*1وثذن1) - كننس (ح 











3 
20 1 ل 1 - 325-ن (ط 
7 7 0 72 وى . 3(108س) 72 7 
1 - 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 0 
)0 18 4ن 2 -) 2 سن +1) 2 32-ن +1) 2 - سن +1) 
دن 1 1 1 1 1 
2ن -2-2 - 1-2 زذزز 000 0<“ “ننم ل 1 
سه سه سدس “سس *4إ(س-) ‏ 2(4س +1) : ) (0 
2 


- “س(1) ”رن 7 5ن لين - 911+5زىن 6١‏ 
س 2/ كون المعادلة التربيعية التي جذراها 


4س + 1 , س + 1 (2 
مجموع الجذرين 2-1-1 “2ن بدن +2 حع (2ن + 1) + رس + 1) 


حاصل الضرب 1 - 1 + 1 -1 ح دن + من + ان + 1 ع ركس + 1)(ه + 1) 
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0 - حاصل ضرب الجذرين +1 |( مجموع الجدرين) ع 


المعادلة التربيعية ‏ 0 -1 +4 2ير . 
2 


زاق زاق 
5-22 
(كهس -2)يس +رهس-2) هس 0 9 
مجمعع الجاددت | إى_2-2(2) 0 س2 ' 2-2 
1- 2 >5 + د سه شين +2 بين -4ن2 + 4ن -200 
7 (1-)5-2 (2س +س)5-2 تن +2ن2 -سنس4-2 020 
1 )0 0 2 


0200 عىة ‏ تج عه عببللسسططسطسصستتى بك يححتب ال يب 
تقد ستل 7 (ه-2()2س --2) «-2 024 -2 


0) - حاصل ضرب الجذرين +1 ( مجموع الجذرين) 2ت 


1 1 
المعادلة التربيعية 0 - 2+ ع +ع 0 











2- 3 
وزاري ٠١١8‏ 2 وزاري 7١١5‏ /د"” 2/2 وزاري 17١١١‏ /د" : > 5 )6 
1 ا ا ق/تس3- ا ىي 34 ت2س3- 31 
خ3- - (1-)38 -ح (>“س + س) 31 ح ] + :س3 - )در بواحجداخ حت - 
- 7 اق 7 )0 
5 0 #-/ “0-3 348 382-305 
9- - 9074 ح 4نن3 << 3001 ح [/ حصكهر *رن جه جح حتح ‏ هر بت 
5 6 6 


0 - حاصل ضرب الجذرين +1 |( مجموع الجذرين) تت 
المعادلة التربيعية 0 - 9 3:2 + 2ج ج 0 ح (9-) +ل3(2-) د شير . 


1-+310-+1 
س 3/ اذا كان 0 - 1 +ج ب2ج فجد القيمة ٠‏ ورم_برم_- 


الطريقة الأولى : 0 - 2+1 ب2ج 
0 - 5ن دج + 2ج 

0 ح- وكيس -)(2 -ج) 

611111١ 7 - )« 


01 7- >“ 

الطريقة الثانية : يحل بالدستور 
1 - »© , 1 -ح 2 , 1 - © بالدستور 0 - 1 + 7ج + 272 
(4()1()1) - 1(5)ل/. + (1)- _ ع4 - 2/< 8- 58 


(2)1 20 
3-/1+0- 14+07/1-4- 
لي ب ري 212 
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عندما 0) >- 2 


3 
1 2 ب 1-3 _(5ه+س)2_1+3س3+س1+3 _2س.3(3س)3+س (3س)1+3 _ 11ن10+3س1+3 
2 24 (1-)1-3 (ت2س+س)1-3 2س3-س1-3 ت2س.2(ت3س)3-س3(2س)1-3 2 #س7-3ن1-3 


عندما 007 - 2 
+ “س3 +1 *2ت*س3 + "*س3 +1 11ركس)3 +":(2س)3 +1 _ 
302-50 -1 16نس3 -14ن3 -1 ((2س)3 -1-3)02(7- 2 
1 2- 1-3 (س+2س)3 +1 


2 4 1+3 (س+2س)1-3 2 





س 4/ اثيت أن : وزاري ١١١‏ /ذ١ا‏ 2/0 وزاري 7٠١١١6‏ /دا 
6 5 اد 
3 )2+2 20 (3 
2 
(0 +2)->2ن +24 1 1 1 )15 
(2س + 0()2 + 2) أ ل2س +2 س+ .12‏ 
#(س -ت2س) ‏ © هس - >0 دي س-2 ح تس+2 ل 
١ )5 - 2‏ /رس + 2سص)2 -5أا 2 لتن جن2 + تن 4) - 
1-__ 353- __1-2- 2-تس جس _ تس+تس2-كهس _ 
3 02020202092 وهو232000 و 0 32 0 
2 كت ”روس درن 
3 5-2س +10 )0 
1-1- 1-س+ تس 1-س 6 (*س) + نس.*(”س) ‏ 1-'س + اس 556 
1-2 12-2 بوسح (2-2ستس +سةرتن) 2202 تس 10نس 
ويرم ‏ > - ك6 - 
2-2 


ا 8 -(2-ه+2()1هس دك -1)ن 
3ر5 5 20 5 1 2 
بن +1 ف نيرحب 2 - زظده+) [2م بك -]) :و 
7 7 7 7 
(2س5 - تنس- )رورس -1-) + ن2 -1) - (2ن5 دن + 2()1ن +دن2 -1) - 
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جم ١‏ 2 متجععد 


8 ح 5م18 - (2م30(0-6-) - 
2- ح 35رس + 1) + 2(3س + 1) (0 


2-- -1-1- ح تمن 5س ح 2(3سن-) + 3(ن-) ح ةرس + 1) + ة2(3ن + 1) : 5لارا 
واجبات 
1 1 
5 حصي رم قر 


3 2-ن1+10 )2 
2 دن حزن 1-3 


التمثيل الهندسي للاعداد المركبة 
العدد المركب (0771 1 2) يمكن تمثيله هندسيا بالنقطة (3,77) حيث يسمى المحور (07215 -- :2) بالمحور 
الحقيقي وهو يمثل الجزء الحقيقي للعدد المركب أما المحور (0715 - 7[) فيسمى المحور التخيلي وهو يمثل 
الجزء التخيلي للعدد المركب ؛ ويمكن تمثيل بعض العمليات التي تتجري على الاعداد المركبة تمثيلاً هندسيا 
وتسمى الاشكال الناتجة باشكال (أرجاند) ويسمى المستوي الذي يحتويها بالمستوى المركب وسنرمز لها بالرمز 


م 0 
3,17 0 






اذا كان 318+ 21 - 21 2 721+ 22 - 22 عددان مركبان ممثلان بالنقطتين (21)3:1,171/ 
(172, 23:2) 122 فأن : 

7721 + 371) + (22 + 21) - ,2 + 21 
ويمكن تمثيل 22 +1 21 بالنقطة (72 + 371, 22 +1 31) - 172 وذلك باستخدام المعلومات المتعلقة 
بالمتجهات وكما موضح بالشكل ؛: 1 
اي أن . و08 ح وط0 + رمط6 (22 +71)وم ل سس 





مثال : مثل العمليات الاتية هندسيا 4 شكل (ارجاند) 


(23)و2 


28 + 5) + 48 + 3) (ه 
(3,4),م جح 43 بل 5 - 21 


(5,2)وط حج 2 | 5 - 22 
(8,6)ءج2 ج (خ6 + 8) - وم - 277 + 21 
(82)22 


(2,5-)يم (57 -2) -(خ22 -6) رطا 
(2-, 6),م حت 6-27 -ح 21 


(2,5-)رم ح 2-57 ح 2 
5 + 2-) + (2 -6) - (مج -) + 71 
(4,3)١جم‏ ج (31 + 4) ع و7 - ج27 + 21 






5) 





© العدد 7 نظيره 7- يعني اذا كانت 21 + 1 - 7/7 فإن 21 -1- ح م 








© للعدد 7 المرافق هو 7 ويقصد به تغيير اشارة الوسط فقط ,2 -1 -ح 7 , 2 + 1 -ح- 27 
حل تمارين (4 - 1) 
س1/ أكتب النظير الجمعي لكل من الاعداد الآتية ثم مثل هذه الاعداد ونظائرها الجمعية على شكل أرجاند : 
التمثيل البياني النظير العدد 
2-37 رع 37 +2 ح رت 
(21)م 
زو7 2 -) 5 1 - (3 2( 6 1_1 





(21-)م 


(22)م7 
1-3 ح رع م3 +1- د رج 
(3-,1) 3 د (3 ا - 2س 


(22-)م 


(و2-)م 7 +1- ح وج | -1 - و2 


(1,1-) دوم (31-,1) - وم 


(و2)م6 


- حت روه 1 ح إإ ر# 
(24)آ1 (1-,0) ع يم (0,1) ديم 
24 -)م 


س 2 / أكتب العدد المرافق لكل من الاعداد الاتية ثم مثل الاعداد ومرافقاتها على شكل أرجاند : 


التمثيل البياني مرافق العدد العدد 





(3-,5) - (21) )م (5,3) ح- (21) 0ط 


(21)م6 





يوم 3-27 ح رج 27 + 3- ح رج 
1 
(22)م (2- , 3-) ح (22) 2ر2 (3,2-) ع (2)22م2 
(22)م 

م +1 ح وج خ-1 د وج 
(23) ء. (1,1) ع رو2)وط (1-,1) ح (و2)وم 
(و8)2آ 28 - 217 خ2- ح و24 
(24) ك1 (0,2) - (ر2)ط (2-,0) - (يع)م 

(24)م 


جم ١‏ + متجععد 


س3 / اذا كانت 28 + 4 - 7 فوضح على شكل ارجاند كلا من 27 , 2 -, 72 


(4.,2) - (ج)م 
(2) م (2 -,4) - (ج)م 





(2 -, 4-) - رمام 





(8)2 | (2مر 


س 4 / اذا كان 28 - 4 ح 71 282 + 1 - ج72 فوضح على شكل ارجاند كلاً من : 
72 +21 77-277 الى 32792 
07 + 5 -ح (22 + 1) + (28 -4) ح رع + رج 
(0, 5) - رء2)2 ج 0 + 5 ع و7 ع رج + 21 


21 + 22 


7 - 3 - (21 ات 1)-(22 -4) ح درج - 71 
(4- , 3) ع (م2)م ج 41 - 3 ع وج - م27 - 21 


77 


21-2 
47 - 8 --(213 -4) 2 - 2271 
(4-, 8) ع (221)م 

421 


6# -3- -22 +3)1- - ر32 


(6-,3-) ع (32)م 
2- 


- 


770705007 ا 


جم ١‏ + متجعكد 


الصيغة القطبية للعدد المركب 


اذا كان (#8,37) ع 37 + ع - 7 فإن |2050 ع- 2« ع (2 )1 | و |751118 ع 7و ع (1)2]| حيث ان 
(12)2 الجزء الحقيقي للعدد المركب (1)2! الجزء التخيلي للعدد المركب (:1) مقياس العدد المركب وهو عدد 
حقيقي غير سالب ويسمى 7 7700 ويرمز له بالرمز ||”7]|]| وتسمى (©) سعة العدد المركب وتكتب 


(017:0)2 - | حيث [21 , 0] © © ويمكن القول أن 


( (7 01:9) 15111 + (2 01:9) 2|[|)605]|] - 7]| أو يكتب 
(©15111 + 1")056©0 - 7 
“بر + كدث - |1ما| <- م 
و 4 ش 1 01 
جحت اح ح 10و (ث ‏ سدح 
|1121" 2 


الشكل يوضح كيفية ايجاد 0 بإستخدام 


زاوية الاسناد وحسب موقعها والريع الذي تفع فيه 


©05© - 


28 





مثال : جد المقياس والقيمة الاساسية للاعداد المركبة التالية . 1/34 +1 - 7 
الجل : 


1/42 - 3 + 1/. - 10/3(2) + 12 - تبو+ تقول - ||2]| - 27 1100 - م 


5 1 5 
الربع الأول كدت 0 - لت ح- 51110 
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2 


5 


جم ١‏ + متجعكد 


مثال : اذا كان 


الجل : 


الصيغة القطبية 


7 - 1)©0580 + 1511:0( 


3 71 2 ل -2)605 - 2 


37 -1- - 13 فجد المقياس والقيمة الاساسية للعدد 7# 


1 8 1- 1 1 
١‏ الثالث - ح - 2 
لربع 4 1 


السعة الاساسية للعدد المركب . كل من 0 5111 , 0© 005 (سالب) 4 الربع الثالث 


5 . . 5 59 
الصيغة القطبية 0 0 ل ومع 2 - 27 ج (15110 + 2»0580)-1 


مثال : عبر عن كل 21 + 2- من الاعداد التالية بالصيغة القطبية : 


1 2 57 


4 


المقياس 1/8-2:0/2 - 4 + 1/4 - 2(2) + 2(2-)/, - 2بو+ قرول" - ||2|| - 27 00 - », 


القيمة الاساسيهة 


المقياس 


»© 


القيمة الاساسيهة 


0 -, © 005 + تقع 2 الربع الرابع - 0 


لك -2 - نزو 
1 


.- 1 
ب »> هي ٠‏ الثاذ تت ااام 
0,068 005 تفع ل الريع الثاني 7 - 0 


- و 
وزاري 7١١‏ / دا 27 + 2- (3 
1- إل حد 2 
جع - حل -ح - ع 0 6005 
01312 20/2 2 7 
31 1 
سعة العدد المركب لدع 72-0 - 0 


7 - 1")©20580 + 1511:0( 


13 ل 3*6 
الصيغة القطبية 1512 + ع ومع) 210/2 - 2 


وزاري 7١١7‏ /د؟ 27 - 207/3 (ط 


4 - 1/16 - 4 + 3 » 14 - ||2|| ج تبر+ تيرل - ||2|| - 1002 - م 


2 1 د داح # 205 
1- > 
2 1 - 511190 


-77070007 اا 


4 حدم + م - 2+ 72 - 0 


جم ١‏ 2 متجكد 


“"- السعة للعدد المركب 


10 12 6 
ص6 026 
4- الصيغة القطبية 
01 11722 
أ 51 + (ك ) وم |4 - ج 
مثال : عبر بالصيغة القطبية عن كل من الاعداد التالية : 
- (0 0 1- (56 1 (2 
1 (32 
1 -1/- 1+0/-2و + قرول - ||27|| - 7100272 - م 
0 1 
0 م8 , 0--- 1:6 1---م 
1 5111 1 005 


7 - 1)205680 + 15111©0( 
27 - )©05 0 + 2 517: 0( 


1-(ط6 
1 -<-1/ - 0+ 1(2-)ل - تبر+ تقول - ||2|| - 0027 - م 
1 2 0 , 1 -72-5- نعو 1--ظ3- 3 - مومع 
1 و 1 و 


(1 5112 1 + ع1)6051 - 7 


2 
1 -<-1/1-<1 +0/ - 2بر+ تول, - ||2|| - 20027 - م 
5 - م 1 -72-1- نزو 3-9-6 - وو 
2 1 7 1 7 
5غ + وم ) - 2 
2 2 
#- (0 
1 -1/د-0+1/ - ||2|اج تبر + يرل - ||2|| - 70427 - م 
١ 5‏ - 2-5 دسم 
ب - 0 , ا 1 , 0 05) 
0 . 3 5-8 
(-ح-51182 ] د-605) - 
الحالات الثابتة 


- (خ51111 1 + 6051©) - 7| |1 ع (0 :517 1 + 0 05©) <- 7 





ل سد 0 بيك 7 
- (ح-518] ج-605) - 2 1 -(-5112] و 605) - 2 





1 
360 -218 180 -ع1 





ملاحظة : من خلال المثال السابق يمكن ان نستنتج طريفقة يمكن تطبيقها على الاعداد المركبة وكما يلي : 
(0 :521ة + 0 05»©) 3 ع (01 + 3)1 - (3)1 - 3 
1 .- .- 1 .- .- 
0 111 2 5) 5 ح (2 + 5)0 - 51 
(1511110+ 7 05©) 2 ع (01 + 1 -)2 - (1-) 2 - 2- 


0 0 311 1 / 
6 1 016 5) 7 -ح (1 - 7)0 ع (-) 7 - 71- 


مبرهنة ديموافر 
لكل *1 © © , // ع 11 (16) 5113 1 ل (716) 0605© ع “"(51116 1 + ©056©) - 21 


لكل *1 © © , '/ ع 11 . (11) 5111 1 ح (716) 0605© ع “51116 1 - 0580»©) - 1ق 


111 + © 0 2 1 + 6 1 0 
1 -0,1,2,3,...,1 ددع , الكت ىن + م وه» | 27 - 1/2 


1 , 4 00000 3 5 . 
مثال : أحسب (216 5111 لديل" 5 )| باستخدام مبرهنة ديموافر 
الجل : 


' + 3 012 . 12 3 ء 3 
0-7 - 15111216 +1 21 005 - - 0016111 دمع | - +(5111-1 ] +27 605) 





مثال : بين لكل ل/ © 1 , 14 © © فإن ‏ (16) 5111 1 - (71) 0605© ع "(51116 1 - 60560©) 
الجل : 

'"((0-):511 1 + 0560»©) ع “"(ر( 51116 1-) + 0560»©) ع "(51110 1 - 600580) 

(وبجعل 6 -  )60‏ "[(60-)15412 + (0 -) 05ج] 

(5111)110 1 + (0) 0605© ع "|(511:)0 1 + (0) 205] - 


15 -ح (511110 1 - (1190) 05© ع (716-)5111 1 + (60-) 05ح - 
ملا حظة : فقوانين مهمة 2 عمليات التبسيط : 


15 


() :05)0(511»© + ([51212:)0(©05)81 ع رط + ©) 5111 
(ط) 05)0(5112»© - (ط)511:)0(©05 ع (ط -ح ©) 5111 
(ط) 5112)0(5112 - (ط)05)0(©05»© ع رط + 0) 0605© 


(8) 511:)0(5112 + (ط)05)0(©05»© ع (ط - 0) 0605© 
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جم ١‏ 2 متجعحد 


مثال : أحسب باستخدام مبرهنة ديموافر 11( + 1) وزاري 7١1١‏ / د؟” وزاري 7١1١65‏ / دا 
الحل : 
)١(‏ التحويل للصيغة القطبية 
2/2 مو اراك ارات سه ات 


تفع 4 الربع الاول - 0 ---- . ح- 51110 , ع 3 ّ - 6050 


1 11 
0 لا 1 ل 2 | 7 
10 50 1 11)15 


الصيغة القطبية عندما ترفع الى 11 : 


(5111110 1 ل 116 05»©) 11 - ام ج 1( 0 5111 1 + 056©) 77 ح- 1ق 





)١(‏ نطبق مبرهنة ديموافر 


كملى + 2 ووع) 0/214 - 
2 1511111 ىم 12051 - - | 111 ] ىم 11 5م ) 71 - 


1 1 1 1 1 
لكل م د له 5 0 2 722/110 11 
1خ +--.11 5م ) 32 - 1خ +--.11 5م ) 2 . [(2)2] - 2 


5 1 . 5 3716 1172-8 117 
لذلك نطرح منها دورة واحدة جح ال د 7 0 
وهي تفع 4 الربع الثاني 45 - 135 - 180 
1 


لما الثاذ - 45 5111 ذا الثاذ 3 - 45 وموم 
ار الثاني ا ترك العاوي ا 


1 11 
711- 7/2 )-05 0 ] 517 





1- 2 

ا ) 321/2 - 
2 ل 3202 د يار 

00012 212 


(32-1+2 -328-+324-) -1 
ملا حظك : 
لا يمكن التعامل مع اي زاوية الا اذا كانت بالقياس الرئيسي اي انها تقع د الفترة 277 > © >0 اذا كانت 
الزاوية اكبر من 275 نطرح منها دورة كاملة وهي 277 واحيانا نطرح دورتين يعني 477 او ثلاث دورات يعني 
7 حتى نصل الى زاوية ذات قياس رئيسي اي زاوية تفع 4 الفترة 277 > © > 0 . 
ملاحظة : اذا كان الاس سالب فإن : 
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080 - 110 205 ع (110-)5111آ + (110 -) 2065© ع “7 (5111:0 1 + 00580©) - "” 7 .. 





09 - 11 205© ح '" 7 .. 
٠‏ 7 
ل أحسب باستخدام مبرهنة ديموافد 6نو/-ح 
1 
2 00955 5 ككس كك 
؛ ١‏ 14- 1) 


١‏ - نستخرج الصيغة القطبية 


2 - 0/4 - 1+3/ - تزواى + ةر | - تبر+ قرول - 2 204 ح ||2|| - », 


21/3 5 
تفع 2 ا | -- 5-2 
تفع لِك الريع الرابع 1# , 5) 





"- نطيق قانون ميرهنة ديموافر 
-57 0 510 

[[--51 م + دهم 2] - 7 

51 

3 


4.2 دؤى ] - 2 4 ومع) 7-2 


4- 51 هه 4- 
0 510 1 + ج ك5ممع)” (2) - 7 


11 11 
(202 23 -202 5 (2) - 27 
نطرح ثلاث دورات 2 ل كلتك ب جرم - 5 20 - 8 
أخله 2 )20-4 7 
رزو - - ومح 0 
3 3 
تقع 4 الربع الثاني 0 -120 180-60 -6 
1/3 7 اه 1 1 
32ح نو (/ 20 - وموم 
2 3 2 3 


2مذة: - > ومع) 4 ) -7 
0.3 1 - 
2 - 2 -) * (2) - 2 


5 1 _اقلا,_ 1_1 م 

2-116١ 2 2 2 952 2‏ 
ملاحظة : اذا 72 , 21 بالصيغة القطبية فإن حاصل ضربهما يساوي حاصل ضرب مقياسيهما 4 حاصل جمع 
سعديهما . 
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مثال : احسب 2ك , رك/ اذا كان 
27 0 21 
( -د-5171] 605-21 )2 - 2 
- نكا + 2-ومه) 3 - 7 
3 3 ا 
الجل : 


0 + )111و 3 ( 3 تَّ 5] 2< 3 - 21.22 


6- ع (0 + 1-) 6 -ح (151111 + 1 6)605 ح 2.2 


ملا حظك : حاصل فسمة عددين مركبين 
و6 75812 + ,8 0605© )7 ح 2 
و6 :5112 + م62 2©205) ,"1 - 227 
تقلت +601 71)605 _ 21 
(9©2 15112 + 92 205) 1:2 0 272 
62-6 ) 2د + (ي6 - ره كاك 
[(62 -61) :8527 + (02 - 1 ) 605] د 2 
12 2 
حيث ان حاصل فسمة عددين مركبين - حاصل فقسمة المقياس اللاول على مقياس الثاني مضروب يحاصل طرح 
سعديهما (سعة الاول - سعة الثاني) 
مثال : اذا كان 


57 00 51 
2 71 2 ل ج- 4)605 ح 21 


7 0100 ” 51 
آََّ تاد 01 2 ل دوم ) - 2 


الجل : 


5110 . 0.007 

5111-0 11 45 _ 271 
3 .. عب 51 00 

2 5011 + ومع) 22 


51 51 5 51 5 و 
زرح جح مرو 1 + ركد مدع وم4|]6 - 7 
- 10 اشنتن ا 
اكه 7 ل - 5 ]|4 - 2 
5220 21 
( ر-5111] ب 4)605 - 18 
(©0526+151112©) 
مثال : جد ما يأتي : (30 1و1 +60536) 


)60526© + 1511 26( 


08 - 20 )58212 2 + (36 - 260 ----------3- 0 
) ال ات (7521236 + ©2053©) 


9 2 - © 0605© ع (6- ) :51 ] + (60-)05م - 
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مثآ : حل المعادلة . 0 - 1 + يمر حيث ) © 2 


بالجذر التكعيبي 51111 1 + 20517 - تبر جح 1- ح ثر جح 0 - ]1 آل ثمر.. 

13 + 0/15 2 7 -+ 11 1 . . 
2 حدع/ افتحف 7 8 + مكحت وم ح- 151111(3 + 6051) ح- 2 .. 
عندما 0 -ع/ كد - 151115 + 2 ومع) - 1ه 


ا 3 . . 3 2+ 
عندما 1 -دآ/ 51170 1 + 7#ومء) - ( دوزو 1 + كرون  )‏ 12 





5 11127 
7 7 ل عل ومن ) - ج22 


1141 


. 1/3 
لكا 
2 
مجموعه الحل للمعادله 000 1- ار 

000 ]اوجد الصيغة القطبية ا 7 

- 7/4 - 1 + 7/3 - 2بو + 2يرول, - ||2]|| دم ج غ + 7/3 - 


2 2 1/3 1 0 1 1 1 ١ 
605 تقع _ذ ا اله - ع 6 دح _ تدخ دح 587160 ار الاح داح - حت‎ 
تقع ب الريع الاول م 2 ||| م 2 |2|| م‎ 





1 م ا 35 51 . 11-41 
عندما ‏ 2 ح-ع/ العم ساد من : + كي ومن ) - ود 


11 لالد 2 - 7 
-511 + --2)605 - 
6 6 
151527 + > ومع)2(2) - 2 
5111 0 5 - 2 10 2 2 - 72 
عير 1 1 1 
اعد + 2 05 )45 -ح 22(5) 
ناتك 8 61 + :1 


لعل وول 
+ الال انيد "7 ااا #الالتنتدن 4 - 2ج /" 


17 + 11 611 + 11 
0,1,2,3,4 حع/ 2-6 إ «نى 1 + ل ومن ) 4/؟ - ١/2‏ 


عندما 0 -ع ع/ وود واي 
عندما 1 -ح ع/ مذ : + ع ومع )1/4 - 
عندما 2 - ع/ حب يا 
عندما 3 ح-ع/ كلمن + 2 ومع) 1/4 - ع7 
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عندما 4 -ع/ (عدمند: + كوم ) ١/4‏ - و2 


حل تمارين (5 - 1) 
س1 / احسب ما يلي : 
05 فنك - | 1:4ضى 1 1 | - 7[4- :11و 1 0 
[--5111 8 + 6005] - 5111421 1 + 22-3 6054 - [5111215 1 + ]1 رج 605] (3 


12 





تقع ب الربع الثاني |30 - 150 - 180 , 150 - 530 , 30 -- 
1 803 
121 ' 2 


3 7 5111 1 + 16ى 2 0053] )5 


3 | امد 
- 51 ] + -- 005- - 
6 6 


7ع اه 71 7 7- 7 - 
[ 511 ] _ 605] - 511 ] 4 605] - [70 7 3-)5211 2 ل 2 3-) 5 | 


تفع لي الربع الرابع 5 -- ب 315 - 745 


4 -] + :) (| - 2+2 


وا 


س 2 / احسب ياستخدام ميرهنه ديموافر (أو التعميم) ما ياني : 


1 
- 5-00 2 0 





وزاري 7١١7”‏ /دا 7 -1) (2 
1-72 +1/ - ا ص ا 
6" 
_ - 6050 
- |21 
1 دعس اب وري 
2/2 < - 51110 
ل المة 7 872-71 1200 
تفع لِك الربع الرابع 0-7 - - 21 - 0 
الصيغة القطبية 51 1 + ع وم )7/2 -< 27 


نبدا بتطبيق مبرهنة ديموافر 
11 71 
7حتسجاء 1 + حر ومع 0/2(7) - 0(7 اد ]1 + 50م6 0/207 - 27 
101 101 7 0 
تحن 7 ومع )61/2( 2م - 6 7 7 إل وم )21012 77 
تققء ف لاك سسا 2 07 فمف 
تقع ب الربع الرايع , 1 : 
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[-512 + دممء) 752 - 


4 
2 80/2 0171/2 


م8 +8 - نخسي 9 )2 - 


12 20د 


وزاري ١١4‏ /د” 9 ++ 0/3 (ط 
- 4/ - 1 + 1/3 - 2بو+ 2يرل, - ||27||] - مج 1 + 0/3 - 


1 1 1 17 , 1/3 2 2 
الزاوية 2 ا اله <2- 860 20ح كدح - -ح 51210 ( احاح تاح - - 6050 
لزاوية + الربع الاول م 2 ||| # 2 ا 
ا ا .- 1 
الصيغة القطبية (2 5111 ] + 20605 - 272 


نبداً بتطبيق مبرهنة ديموافر 


1 1 
0 7 + 5هع)” (2) - 9-(1:0ع غ + 6ومع) 29م - 9-(1 + 3/) - 9- 
3 000 3 1 و- 03 1 2-9 
6 71 9 05) مس - 2 101 ىم 005 
٠ -‏ الام ا 1 - | 0007 فك 1 - 2-9 
و-5111 1 --ج- 605 2 هد-) 5111 ] د-) 605 2 


جح ((1- 50ج 
وبح - ((20-1- 00 جرع 
س3 / بسط ما ياتي : وزاري 7١1١‏ /د؟ 


5 1 526+1مع] )2 
0536+13ع] 


05 م«مزع 1 + 50مع) _ ”[0(5 512 1 + 6»050)] _ ”[15411280 + 60526] 


8 5 - 6 5-2 سس 212227 52221 7٠‏ 222222222222222 ...22 ا مخت7ف7_77 222272222222222 
 ])©»058 + 151110(3[3 2 )©0560 + 1 11 37 ©0560 + ] 01‏ 15113[3 + 0536ح] 


1104 1 - 0وم»ء)511:0(5 1 + 0560»©) (ط 
510(4 1 - 0ومء) 5110(4 1 + 69ومء) 51110(4 1 + 0560ع) - 
5110(14 1 - ©5م»ء)(5110 1 + 560م»)]51110(4 1 + 00560) - 
14 ]) - 51110(4])»050(5 1 + 20586) - 
510(4])1[4 1 + 0ومعء) ع 510(5[4) + 50(4م»)]5110(4 1 + 0580©) - 


09 7 -ل 05489 - 


س4 / باستخدام مبرهنة ديموافر جد الجذور التربيعية للعدد المركب 1/31 + 1- 


2 - 4ل - +1/ - 3(2/م + 1(2-)| - ||2]] - م جح :1/3 + 1- - 27 
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كتة ١‏ تمد 


99 
2-00 : حت 571110 , 6 ا 


1007 
3 


ح - ح 0650© 
1 


15 


الزاوية 4 الربع الثاني -- - 


ني 


07م : + 0وم02)6) - 382/ + 1 ) -7/38 + 1-/ - 0/7 





2 21 
د د 
ست 921 2 ل 2 لس كت 608 22 _- 1/7 
0 ا :6117 + :21 :617 + :21 
1 1 1 1 159000019 0 
----05-7 5 ليت بسو - | وو و موم )1-15 


في 1 1 ف" 7 0 0 21 ' 
51782 1 + ب 1/2605 - (--511 1 + - 1/2605 - رج 0 عع /ة 


ا + - يا + 5د ري 





عندما - 
بلحم 1 0/2 
ا 5 41 ال 5 81 
عقدمة ‏ احج[ 5111-7 ] + --2)605/ - 5112 1 + 2 ومع ) 1/2 - 
. 1/3 1- 3 . 1 ع ال 5 1 
الاب د سار 12 5111 1 - - ومح 0-102 
تفع لذ الربع الثالث ‏ 5 - 25325 ح عجر حل حيث ان 605 , 5418 سالبة يذ الربع الثالث 
- تقع ب الربع > 0 - حيث ان _ به ل الربع 


س5 / باستخدام مبرهنة ديموفر جد الجدور التكعيبية للعدد 271 


7 -ح 27(5)/, - ذبور+ أررل؟. - ||72|| - 711007 - م د 271 - 7 


5 1 27 13 0 5 2 3 
١‏ الأول 2< - 0 1 ح دح _تشداح - - 51110 5-060 -- خت- - ووع 
لريع الأول ير 7 ||| # ظ 77 1|210 "# 


11 12 1 1 1 1 
اويل 1 2 605) 23) ح 510(3 1 + 73)2050 - 271(3) - 1/271 - 1/7 


17 بعر : 
0,1,2 حدآع/ ل 7 7 ل ل 5 7/27 - 7 


اليم - 2+ 3 )»له + (ج)ىم) هدرت ج ودع 37 


مدت 8 ((25) سند : + (عة) دمء) 3 - ,2 ج 1 دع /[آ 


11 
تفع د لريع الثاني 6 2 
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2+ قبق] - | 5+ ]و - 5 *) هنفد : + (2) وم -)3 - ث2 
رس «نى + 2 16 - منىة + 2 ىم 3 -<2 ج 2 -ع| ]1غ 


37- -ح 6ق - 0 -ح (خ(1 -) + 0) 3 -ح 2 
س6 / جد الجدور الاريبع للعدد (16-) باستخدام ميرهنة ديموا فر . وزاري 73١14‏ دور ١‏ إحيائي 


66 -ح 16(2)/. - 2برو + قرلن - || || - 002 - م ج 16- - 27 


0 0 3 , 6 2 2 
الربع الثاني 17 - 0 0 - 2 ح بك ح ةك - 16نوى ا 1- - لخد تشداح ة - 0وم 
لربع الثاني 7016| # , 46 |7 # 


1 1 1 1 1 
14 1 + عروم ) 16(4) - 510(4 1 + 50وم») 4 - 16(4-) - 16-/1 - 1/7 
13 دع , 4 -1 | (تلقن) رزو + (تلقنة) ومم) 6 - 17 
1 1 
21 2/ - [فغ + ح]| 2 - ( هزد : + 5 :م») 2 - 7ج 0 حعع] /ة 
0312 0/2 4 4 1 
1 0 )2 - ان 376 ا 7ح 1 ع ع1 
5111 1 1م 605 - | 511 1 + -ر- 605) 2 - ج 1 ثة 


1/2 + 1/2 - (م 2 +22 - 


05 0 17 5( 51 
(مند: - 2ومه-) 2 - 0 و7 ج 2 حداعع] ]أ 


14 
2 2 ( - -/2-1 


1 شير )5-2 -- ا 7ج 3 دعم 
101 ر 605 5111-2 ] 25 ح 4 71 


4 
: 1 
5 4ه -, 
س7 / جد الجذور الستة للعدد (64.1-) باستخدام مبرهنة ديموافر 
4 - 64(2)ل/. - شبر+ قرلو - ||2|| - 0002 - " ج 641- - 27 


31 64- 7 0 و" 13 
الربع الثالث - -ح 0 1--252--- ل - 2 -ح 16و , 0 - سباع دح - -ح 0056© 
1 2 064 |(1||72 #7 64 |[1||2 #7 


1 371 3 1 1 1 1 
0 7 2 ل ج- 605) 646) حع 51110(6 1 + 1:6)205690 - 641(6-) -641-/؟ - 7/؟ 






5/7 1/6 | 


5.., 012 عدع# , كك ) رزو + شيط وم | 2 - 7/؟ 


1/2 + 2 


- (: 2 +2) 2- 5 01 1 + 60552) 2 - (عدمنو : + كدومه) 2 - رج ج 0 دعم ثة 


0 +5111 1 ) + 2060505 - - ( 51:52 ] + دوم ) ا 0 
إلا ؟) د( )5م 3 / )5م 3( «ذى )1 + 86 51 8 71 - 3( 05) 3( ومء| 2 - 2 
كه + 29): + و - (ونو)| 2 - [( يب ): + 9) ي) - (2) (2])0 - يه 
0 


تين - [لنجت): + يج): - .ه 


3 
لب 


0 217 ) 2 - 7 2-5 م 
11-5 5 و 605 ح دوك جح 2 حداع] /ة 


5000 يه أ “ممع -71 )2 ١5#ررمي:‏ | 55 - 155١‏ .. . ( 15# ,5 
تفع 4 الربع الثالث [ 51:12 605 )2- ل 71 ل 7 65 - تون : + كوم ) 2 - و2 ح 3 دع /)ة 


1[ 2ب 2 -(ج - 22 -,2 


6 ر 0 0 2 ج 4 دع[ )ا 
12 71 12 25 ح ع دعم ثة 


د فك )2 -,2 جه 5 دم إ 
5111-2 ] -603 دام حداع#ط ثة 


حلول التمارين العامة الخاصة بالفصل الأول 


24 
س1/ جد قيم 8 © 2,3 والتى تحفق 2-5-2 لك ر(وزاري +١1‏ /دم) 


211-27 1+2 
الحل : يما ان 2 - 4 





0 28 -22) 2 عسير) 0 2 نر 0 
(22 ح-»#) عدت حت 22525252522 02101 د ل ح لكف 
ْم +1 عام ْم +1 م2 +ع 1+8 


28 -2)2 +1) د بر 





2 - غير +21 ير د بو 

7 + 28 2 +24 ح 08 + رق 

2# + 2-) + (2 + 2) حع 0 + بو 
(1)..... 2 +2 ح برو 

2 دعر جح (2)... ع« بد2- -0 
4 - 2 + 2 حمر . 
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خ3/ -1 1 





س2/ اذا كان جم - 7 عددا مركبا جد باستخدام مبرهنة ديموافر 272 
الجل : 
31 - 3-ل0 : 
322020-2-03 3ل« -3/د 1 38/ -1 33/ه -1 
لشت :<< سس عت 2 للق هه للستت 2و 
4 3 +1 1-1 3 +1 
1/31 1- - 
223220232022032 


نجد السعة والمفقياس 


م 5 
ف واه ٌ 23 - كح - 2 دوو 
و 1 و 


نستنتج أن الزاوية 0 تفع 4 الربع الثالث 


الصورة القطبية للعدد المركب 
(0 5112 1 + © 205©) »1 - 7 
9 0 ) 1 
مننمعو ‏ ل - ومحم - 7 
3 3 


9 3 إ|رريى: 3 2 00 1.1 
0,1 حدآع/ 7 7 ل - م- 5111 1 + -ر- 605 2 - 72 


7 ل ناته 7 ل 0 : 417 ج41 1 1 
02 عد 





21 ا 5 21 ال 5 41 ُ 5 
4 | ممه ٠‏ ث)ء» أستسدد الح جث_د اتلك 2 م - 
و تفع ِثْ الريع الثاني - 15111 + ب 005 ع 5811 ] + 2 ومح 2 0 حدعع! /ة 


,103 00" د -0 
2 2 اع ا 7 جح مه 
2 + 47 2 47 1 
0200 71 8 ل 010 5] ح- 72 جح 1 ]|[ /ةآ 











17--1-خ41 411-617 1 
تقع 2 الريع ائرا ف 7 7 ل ف 5 - قت ةع ع ل خخ )ومع ح 72 
لخ 2 ترح ارا رام 6 2 2 


1 512١ 57 5 111 كله‎ 1 3/3 
72 - 5 2 + 2 71 2 - 5 86 - (2 - 6 2 


١ 171537751117115‏ 17 ةا 1ل 





: ا : 2 
س / اذا كان 226 15131 + 236 605 - 2 فاثبت أن 40113 1-1 ح حر 


وزاري خارج القطر 7١١9‏ / دورأول 














الحل : ط 1 
4 5 .]ا 
11 1 +22 605 + 1 7+ 1 
2 _ 
2151303201+ 22-1 ووم +1 2 
مونو فزسبر كوم _ كوو دعر كوم _ 2 _ 
(51111 052:)60521-1© 0 (15112--:052:)6052© 0 (51113 24-1 260512:)605 0 
: 0 1 05© 2052-11 21-15 05)) ([51111 2052-1 
5 : 7201 - 1 ح لد ا 5 الست عست 9 سالاد يت ميد عات 2 
)0 )0 )0 (51113 2-1 052)605© 
ط 2 : 
4 َ 5 .]ا 
11 1 +22 605 + 1 7+ 1 
2 _ 
2151313201+ 22-1 ووم +1 0 
(11ا5 5-1 20) _ 1 نزو :يرومع ) _ 2 _ 
605 0 001 0 (51113 24-1 26052:)605 0 
5 10 1 05© 
5 : 10111 1 - 1 ح- 0 - 
ع1 )0 ع1 )0 
/ اذا كان © 75111 + 6 7 أ ' 0 8 / 
اذا كان 97 15111١‏ 5 ح #/اكئث ان - تا اللي ا ١‏ / دور ثاد 
5 59 اتات وورومم 2 12202 ففاري وى كلتف 
الجل : 
"(0 5111ة + 6 5مع) 7 
- : ارا 


7 1511 ل 0 05ع©) +1 “722 +1 
1109 11+53 05© 
0 1 +2110 1+05 


©05 1101-1 110689 
11+05 21+71 11 09 


11086 +1104 605 5 110809 110+1 605 _ 
(110 05»© 116+1)251111 20545 2 (1260 05»© 110-1+1)25112110 2052 1+2 
1 5110809 1104+1 05© 
115 ,: لسسا لل الله 000 -- 
0869 605 2 (15111110 +1107 05©) 110 605 2 
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القطوع المخروطيك 
القطع المخروطي : ليكن (71, 31) نقطة ثابتة 4# المستوي وليكن 0 - © + :817 + :03 مستقيم ثابت 4 
المستوي نفسه لذا فإن مجموعة كل النقاط التي نسبة بعد كل منها عن النقطة (771, 3:1) الى بعدها عن 
المستقيم 0 - © + 237 + :03 تساوي عدد ثابت (6) تكون شكل هندسي يسمى بالقطع المخروطي أو هو 
مجموعة النقط التي بعدها عن نقطة معلومة يساوي بعدها عن مستقيم معلوم (0 - © + 537 + :03) 
تساوي عددا ثابتا (6) : 





505ظ5ظ البؤرة (3,17) 1 10 
معادلة الدليل 0 تع - 817 -+ 013 (2 
”5 9 
قطع مكافئ (6-1) ل - 6( الاختلاف المركزي © (3 
قطع ناقص (0>»>1) المسافة بين البؤرة والدليل - |27| (4 


2-0 
١ىلشب‎ 


10> > 0) قلع تقس 


المعادلك العامك للقطع المخروطي : 
“0 + ترط + نده) , 


02 + 2ن 6 - 7104و - 7و + 2104 م 


ملا حظات : 

1) النقطة السينية (تقع على المحور السيني) أحداثيها الصادي نكون,صضشرا (2,0*#) . 
2) النقطة الصادية (تقع على المحور الصادي) إحداثيها السيني يكون صن (37, 0). 
3) كل مستقيم يوازي المحور السيني معادلته تكون (ما يقطعه من المحور '[) 

4) كل مستقنيم يوازي المحور الصادي معادلته تكون (ما يقطعه من المحور /1) 


القطع المكافىّ 231231013]آ 
القطع المكافىْ : هو مجموعة النقط (7[, 7) // 4 المستوي والتي يكون بعدها عن نقطة ثابتة (0 , 2) "1 
تسمى البؤرة حيث 0 7 77 يساوي بعدها عن مستقيم معلوم يسمى (الدليل ([) وهو لا يحتوي البؤرة . 
أو بمعنى آخر هو مجموعة من النقط داخل مستوي والتي يكون بعدها عن نقطة معلومة مساويا لبعدها عن 


مستقيم معلوم . 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 07707105007 2« 


للقطع المكافئّ حالتان هما : 


أولا : البؤرة تفع على ال محور السيني (0215 - 2) والرأس 4 نقطة الاصل . 
أ السكحة كحو لين : 


قانون البعد 4 - ج07) + 21(4 - جئ3) 
تعريف القطع المكاف: 4 - 7لز جح 1 ع - 3 
تعريف القطع المكافئّ 0 - 00 
بر بتربيع الطرفين 077 -7) + 7(75 + )ل ع 0(5 -7ز) + 2( - 22) ا 


4 


“0 لد برم2 + شير ع كبو + قط ل و2 - شير 
معادلة القطع المكافى ‏ 0 < 17 ٠‏ 


معادئة الدليل 2- 2 





؟- الفتحة نحو اليسار : 
0117 
معادلة الدليل 2 -2 
ثانيا : البؤرة تقع على محور الصادات (0215 - 7[) والرأس 4 نقطة الاصل : 
١‏ - الفتحة نحو الاعلى : 
تكون هنا معادئلة القطع دالة حقيقية 
قانون البعد ‏ “(11 - 072) + 21(5 - ج:3) 
تعريف القطع المكافى 0 ح را 
بتربيع الطرفين “(2 + 7[) + 4( - #) /. - 5(م7 - 7) + 0(5 - 22 إل 
م +دبوم2 + فيو ح كم ب بوو2 - 2رو ل شير 
معادئلة القطع المكافى ‏ 0 < 17 ٠1‏ 


معادئة الدليل 0- -ح بر 


ا 





معادئة القع امعان 
معادلة الدئيل 
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جم ١‏ 2 متجعحد 


نلاحظ مما سبق انه يوجد معادلتين لالقطع المكافىّ الذي راسه نقطة الاصل (0 , 0) أحداهما عندما يكون على 


المحور السيني والاخرى عندما يكون على ا محور الصادي والجدول أدناه يوضح ذلك : 
)١‏ البؤرة تنتمي لمحور السينات 01]15 - 1 ١)البؤرة‏ ا 
؟) البؤرة (0 , 72) ل ومعادئة الدليل (7- - ؟) البؤرة , 0) ل ومعادئة الدليل (3- - 


سد سمو وي 0 - ب 


السعييمدة 


فلل لتكت 

. اشارة البؤرة عكس اشارة الدليل والحكس صحيح‎ .١ 

". المسافة بين البؤرة والدليل - 217 

“". كل نقطة تنتمي لالقطع المكافىّ فهي تحقق معادلته (اي ان القطع المكافىّ يمر بها) 

:. كل نقطة تنتمي للقطع المكافئ بعدها عن البورة يساوي بعدها عن الدليل . 

ه. رأس القطع المكافىْ هو نقطة الاصل ومعادئة المميز الخاصة به هي 0 - 406 - 72 
جدول تظهر فيه جميع حالات القطع المكافى : 





لسار ع لصم دض 


مثال : جد البؤرة ومعادلة امب محص ورب يأتى : 





> 





82- ح 2ن (2 
0 ج8- جح كربو 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية ‏ «4- - 12 


8 


البؤرة (29,0-) ر - (0,-) م/ 
معادلة الدليل 2 - 2 ج 7 - 2 
- 6بر رط 
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مت ١‏ متحعحكد 


الحل . 417 ع 2#بر 
4 
1- 4 - م ج 4 ع 4 
البؤرة (1,0)م - (2,0) 1 
معادلة الدليل ‏ 1 - - جح 7- ح نر 
2+ -ح بر ج ي4 - 4)1(2 - “بز ج رور4 - كرو 
ص © ل # ا 
الع 221 | ما 
ملا حظات لإيجاد معادلة القطع المكافئ رأسه نقطة الاصل ضمن الحالات الرئيسية الاتية : 
أولا : اذا علمت بؤرة القطع المكافى فإن الحل يكون بشكل مباشر تستخرج قيمة 7 ونكتب المعادلة ونعوض . 
ثانيا: اذا علمت معادلة الدليل فإن البؤرة ستكون على نفس المحور الذي يقطعه الدئيل بالاتجاه الاخر فنقوم 
باستخراج احداثي البؤرة ثم نستخرج قيمة 7 ونكتب المعادلة ونعوض . 
مثال : جد معادلة القطع المكافىّ اذا علمت ان أ) بؤرته هي (0 , 3) ورأسه 4 نقطة الاصل . 
ب) معادلة الدليل 0 - 6 -273 ورأسه 4 نقطة الاصل . 


الجل : (١‏ 
البؤرة (0, 3) - (6,0) * 
المعادثة القياسية للقطع المكافئن ‏ 47 - 1/2 جب 3 - 77 .. 
معادلة القطع المكافئ 127 - 2 جح «(4)3 ح أن .. 

ب 


معادلة الدليل ‏ 0 - 6 -22 .٠‏ 
3 2 ج 6 - 22 .. 
المعادلة القياسية للقطع المكافئن 4- - 2/ر جل 3 - [7.. 
معادلة القطع المكافئن «12- - 1/2 ج 4)3(2- - تن .. 
مثال : جد معادئة القطع المكافىّ اذا علم : أ) بؤرته (5 , 0) وراسه 4 نقطة الأصل 
ب) معادلة الدليل 7 - 7 ورأسه 4 نقطة اللاصل 


الجل : (١‏ 
البؤرة (0,5) - (0,2) : 
المعادلة القياسية للقطع المكافئ 41 -ح 2ير بج 5 - 7 .. 
معادئة القطع المكافئن 2017 - 2 جح «(4)5 - 2ن .. 

ب 


بالمقارنة مع معادلة الدليل ‏ 7 -(3 ٠:‏ 
المعادلة القياسية للقطع المكافئن ‏ 4717- ح 2 جل 7 - 17 .. 
معادلة القطع المكافئْ ‏ 28 - 42 ج ررز(47- -ح 2ير 


١ 175377511177111‏ 177 اط 1ل 





ثالثا : اذا مر القطع المكافئّ بنقطة معينة فإنها تحقق معادلته فإذا كانت البؤرة تنتمي الى محور السينات 
تكتب إحدى معادلتي محور السينات ثم التعويض بها لاستخراج فيمة 77 ثم اعادة تعويضها يمعادلة القطع 
المكافىّ واذا كانت البؤرة تنتمي احور الصادات كذلك نكتب احدى معادلتي محور الصادات ثم التعويض بها 
لإستخراج قيمة 7 ثم اعادة تعويضها بمعادلة القطع المكافى و حالة لم يحدد موقع البؤرة يتم اخذ احتمالان 
معا . 


مثال : جد معادلة القطع المكافئئ الذي بؤرته تنتمي حور السينات ورأسه نقطة الاصل ويمر بالنقطة (4 , 2) . 


الحل : بما ان النقطة تفع بالربع الأول والبؤرة تقع على محور السينات فإن البؤرة تقع على محور السينات 


الموجب فنكون المعادلك 
2 -2 - م ج م8 - 16 ج (2)م4 - 4) ج نم4 - كبر 
096 - 1 0 
مثال : جد معادلة القطع المكافىّ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تقع على محور الصادات ويمر بالنقطة 
(4-,1-). 


الحل : بما ان انقطة تقنع بالربع الثالث والبؤرة تقع على محور الصادات فإن البؤرة تقّع على محور الصادات 


السالب فتكون المعادلك 


- وج م16 -1 ج (4-)م4- - 1(2-) ج روم4- - 2 


. 1 
شه : 
1 02 


مثال : جد معادئة القطع المكافئ الذي رأسه نقنطة الاصل ويمر بالنقطة (6 , 2-) . 


الحل : يوجد احتمالين للمعادئة القياسية للقطع المكافىّ لعدم نحديد البورة : والاحتمالين هما : 





أولا : البؤرة تنتمي احور الصادات الموجب ثانيا : البؤرة تنتمي احور السينات السالب 
المعادلة القياسية للقطع المكافئ 411 - 22 المعادثة القياسية للقطع المكافئْ ‏ «م4- - 2( 
2 2 
(6)م4 - درف[ ل42-2 - 6( 
داع - 7,7 جح (241 ح 4 ح م جح رر8ق -ع 36 
6 2232277024م د 
2 2 1 ي72_]ًظ : 2 9 2 
معادئة القطع المكاضئ لت ج بر(ة) 4 معادلة القطع المكافئن ‏ 1817- - رجد :)4 - 17 
رابعا : اذا مر القطع المكافئ بنقطتين تقعان ع ربعين متجاورين فإن البورة تقع على محور تناظر الربعين فنقوم 
بكتابة المعادلة المناسبة ثم نقوم بتعويض اي نقطة من النقطتين لاستخراج قيمة 7 ثم اعادة تعويضها بمعادلة 
القطع . 


مثال : جد معادلة القطع المكافئئ الذي يمر بالنقطتين (4, 2) ,(4- , 2) ورأسه نقطة الاصل . 
الحل : ' النقطتان تقعان بالربعين الأول والرابع فهذا يعني ان البؤرة تقع على محور السينات الموجب وبالتالي 
تكون معادلة القطع المكافئّ هي 
16 5 5 
ا 2 8 ع 16 ج (4)2 - “(4) ج عرربك - كبر 


معادلة القطع المكافئن ‏ 8# - 2ب -ت «(4)2 - بر ج 2وه - أبر 
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مثال : جد معادلة القطع المكافئ الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بالنقطتين 5-, 60/6 ,(1-,210/3-) 
الحل : بما ان النقطتين تقعان 4 الربعين الثالث والرابع فإن البؤرة تفع على محور الصادات السالب وبذلك 
تكون معادلة القطع المكافئىّ هي 
3 -م ج 2 - م جه (2-)مه- - )00/6 ج بروو4- - 2ير 

معادلة القطع المكافئن ‏ /123- - 2ج حى ر(4)3- - 2 جح برو4- ح ير 
مثال : جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (1- ,4) , (1--,4-) والرأس 4 نقطة الاصل . 
الحل : بما ان النقطتين تقعان 4 الربعين الثالث والرابع فإن البؤرة تفع على محور الصادات السالب وبذلك 
تكون معادلة القطع المكافئىّ هي 


زم 4- - كير 
16 
4--د نج م4 - 16 7 (1 -) م 4- - 16 ج (1-)7 4- - 4025-) 
معادئة القطع المكافئن ‏ 1637- - 2 ج بر(4) 4- ح شير 
خامسا : اذا مر دليل القطع المكافىّ بنقطة معينة (2 , 0) فاذا كانت البؤرة تقع على محور السينات فإن معادلة 
الدليل هي 0 - 72 فنقوم باستخراج احداثي البؤرة ثم نستخرج قيمة 7 ثم نكتب المعادلة المناسبة ثم التعويض 
بها . واذا كانت البؤرة تنتمي محور الصادات فإن معادلة الدليل هي 7 ح 7[ فنقوم باستخراج احداثشي البؤرة 
ثم نستخرج قيمة 7 ونكتب المعادلة المناسبة ونعوض بها و4 حالة عدم تتحديد موقع البؤرة فيتم اخذ احتمالان 
معا . 
مثال : جد معادلة القطع المكافىّ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي احور السينات ودليله يمر بالنقطة 
2" 
الحل : بما ان محور القطع المكافئىّ هو محور السينات والدليل يمر بنقطة تفع الربع الثاني فإن البورة تفع 
على المحور السيني الموجب وبالتالي تكون 
ح 24و ج و4 - “بر ججح 2 ح ورج (0, 2)! معادلة الدليل 12-2 
متال : جد معادلة القطع المكافىّ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي احور الصادات ودليله يمر بالنقطة 
(4-, 2) . 
الحل : البورة صادية موجبة فتكون معادلة الدليل هي : 
16 - ثم ج رو(4) (4) - أير ج ررم 4 - ذر جد 4 ح رر اج (7)0,4 جد 4- ح بر 
مثال : جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر دليل القطع المكاؤاء بالنقطة (5- , 3) . 
الحل : يوجد احتمالين للمعادئة القياسية للقطع المكالؤؤء لعدم تتحديد البؤرة » والاحتمالين هما : 
نيا ٠‏ البؤرة تنتمي لحور السينات السائب 
المعادلة القياسية للقطع المكاؤاء 411 - 22 المعادلة القياسية للقطع المكاؤاء 4177 
(00,5)م ج 5 حع راج 5- - ل (3.,0-م ج 3 ح رر ح د 


51) 4 - 2 1-012 
معادلة القطع المكااء 2017 ح 122 معادلة القطع المكالؤء 12 - 








سادسا : اذا مر الدئيل بنقطتين مختلفتين فإن معادئلة الدليل هي ( ع 7[) 01( - 2) *141161© المسقط 
المتساوي من النقطنين فنقوم باستخراج احداثي فيمة 77 ثم تكتب المعادلة المناسبة ثم التعويض بها . 
مثال : جد معادئة القطع المكافئ 2 الحالات التالية : 
١‏ - دليله يمر بالنقطتين (1 , 3-) (9 , 3-) ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : معادئة الدليل هي 3- - 1 أي أن 3 - 1 
12 - برو جح معن(4)3 - أبو جح يرم 4 - أبو حت (0 , 3) 1 
؟ - دليله يمر بالنقطتين (2 , 4-) ,(2 , 7-) ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : معادئة الدليل هي 2 - 7( أي أن 2 - 1 
بر8- ع ثم ج معن(4)2- - ثأير ج ررم 4- - أير ججح (2- , 0) 1 
سابعا : اذا مر الدليل بنقطة تقنع على احد المحورين الاحداثيين فإن البؤرة تقع على نفس المحور بالاتتجاه 
الاخر. 
مثال : جد معادلة القطع المكافئ 2 الحالات الاتية : 
١‏ - دليله يمر بالنقطة (0, 4-) ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : يما ان الدئيل يمر بالنقطة (0 , 4-) فهذا يعني أن البؤرة (0 , 4) اي ان 4 - 17 
16 -ح #بو ج «ع(4) 4 - أبر جح يرم 4 - ذررو 
؟- دليله يمر بنقطة تقاطع 12 - 337 + 23 مع محور الصادات ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : 
4 - مر حج 12 -:رز3 > 12 -ح :و3 + (2)0 ج عندما 0 - ع1 
161- -ح غير ج بز(4) 4- - ثير ج رورم 4- - ثر ج 4 ح رر جح (4- ,0) 1 
مثال : باستخدام التعريف جد معادئة القطع المكافئ اذا علم ان بؤرته (0 , 1/3) ورأسه ف نقطة الاصل . 
الحل : البؤرة (0/3,0_ ولتكن النقطة (3, 4)7/ نقطة تنتمي الى منحني القطع المكافىّ ولتكن النقطة 
(1, 1/3-)0 هي نقطة تققناطع العمود المرسوم من 1/0[ على الدليل (1 فمن تعريف القطع المكافئْ 
تعريف القطع المكافئن ‏ 140 - 7[]/[ 







+ 
14 )-1/3 ,17(١ 


بالتربيع 7-12(2) + (1/3 + عع)لى - 0(2 - بون + (1/3-ع)لى 


2 2 
(1/3+:*) - 2ن + (3/د- م) 
3 + 27/32 + غير - تيو+ 3 + 21/3 - غير 
معادئة القطع المكافئ ‏ 40/37 ح 12 


مثال : جد البؤرة ومعادئة الدليل للقطع المكافئن 0 - 24 - 37:2 
الجل : 
(نقسم طرك المعادلة على  )3‏ 241 - 32:2 ج 0 - رر4 - 3122 .٠‏ 


8 ح شير 
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بالمقارنة مع المعادلة القياسية ‏ 41 - 2 
8 
2 -- مج 8 - ره 
البؤرة (0,2)/ر ع (0,2) 1 
معادلة الدليل 2- -(37 ج (,- -ح وو 
مثال : جد البؤرة والدليل للقطع المكافئ + 1/2 - 162 - 33:2 
الجل : 
2 -ح برو + 2و3 
نقسم على  )4(‏ «16 - 4172 
< 4 - كبر 
4 2 
2-1 مر ج44 4 جه 4 - فق 
البؤرة هي (0 , 1) / ومعادلة الدليل 1- - 1 
مثال : اذا كانت 0 - 277 - 225 تمثل معادلة قطع مكافئ بؤرته (1 , 0) فجد قيمة 712) . 
الحل : البؤرة (1 , 0) صادية موجية فتكون معادلة القطع هي : 737[ .4 - 22 
ب[ 4 ح غير جح 1 - رن 
1 4 ح ذير 
21 ح شير 
2 دع ج 4 - ]21 
مثال ؛ جد قيمة © من معادلة القطع المكافئ © - 2172 رأسه نقطة الاصل ويمر دليله بالنقطة (3, 6-). 


الجل : 
55 1 
معادنة قطع مكافئ بؤرته تققع على محور السينات 031 - 2 ج يده - ف 
6 - 7 معادئة الدليل 6- - 2 جح الدليل يمر بالنقطة (6,3-) :. 
م4 - كبر 
-ح نر 
6 - م ج رم - 0 ج 4 - 41 
متساويان 
ملا حظات : 


1) اذا كان القطع المكافئ يمر بالنقطتين (21,171) , (171--,31) فالبؤرة سينية . 
2) اذا كان القطع المكافئ يمر بالنقطتين (31,171) , (21,171-) فالبؤرة صادية . 


واجب : اذا كانت 0 ح 2ع[ 4 - 772 تمثل معأ تاظع مكافئ بؤرته (0 , 2-) فجد قيمة 12) . 
واجب : جد معادلة القطع المكافئ الذي الذي يمر بالنقطتين (2,1) , (2,1-) والرأس 4 نقطة الاصل . 
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2 متجعحكد 


أنسحاب ال محاور للقطع المكافئّ 
درسنا 4 الامثلة السابقة القطع المكافئّ الذي يكون رأسه نقطة الاصل وبؤرته تقع على احدى المحاور الاحداثية 
(السينية أو الصادية) » والآن سوف ندرس القطع المكافىّ بعد إنسحابه الى جهة معينة وسوف نرمز الى رأس 
القطع ب (2/ , 12) وهذا الجدول يلخص 'لنا جميع الحالات : 


المحجور معادلك 
معادئة الدليل 2 
الموازي المحور 


والجدول أدناه يوضح الفروق بين المعادلات بين كلا المحورين : 


عندما يكون على محور السينات 03:15 -2 عندما يكون على محور الصادات 0315 - 7ق 


١)البؤرة‏ (ع/ , 2/ + 1”)7/ ومعادلة الدليل 7 + 7- ع ع1 | )١‏ البؤرة (ع/ + 1,2/)'/ ومعادئة الدئيل / + م- ح زر 


( ( 
؟) الدليل يوازي المحور الصادي "؟) الدليل يوازي المحور السيني 





*) الرأس والبؤرة يقعان على الاحداثي السيني *) الرأس والبؤرة يقعان على الاحداثي الصادي 
:) الرأس (12 , 12) 17 :) الرأس (12 , 12) 17 
4) القانون (11 - 6) ب4 - 5( - تز) ©) القانون (©/ - 7) م4 - 7(5 - :ن) 


5) معادلة المحور / - [ 5) معادئة المحور /1١‏ - 2 





ملاحظة : الرأس هو منتصف البعد بين البؤرة والدليل اي ان 
.--4 956 37 34 
البؤرة ‏ الدليل _ عاك البؤرة “ الدليل 5 
2 الرأس و 2 اقوين ال 
٠ 5‏ 7 ع هه هه اد يا »ا ع د "لتكت 2 
مثال : عين الرأس والبؤرة ومعادلة المحور ومعادئة الدليل للقطع المكافئ + (2 - <) 4 - “(1 + 7[) 
الحل : الفتحة نحو اليمين : بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ 
2 
(8 - 2) م4 - “زرغ - بن 
الرأس (1-,2) ح- ت(,8) د 1 ح عم 2 ح- م 


4 
1- دح دمج 4 ح ررك .٠.‏ 


4 
البؤرة (1-,3م - (1-,2 + 1)/ ح (ع ,م + م) 1 
معادئة المحور 1- ح برج ع د رر 
معادئة الدليل ‏ 1 -2 + 1- - جح م( + م ح عن 
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ملاحظة : 4 بعض الحالات نحتاج الى التحويل لصيغة المربع الكامل لجعل المقارنة ممكنة مع معادلة القطع 
فإذا كانت المعادئة (0 - 8 + >2) فنضيف للطرفين (مربع نصف معامل 7) اي 0 ولا يصح هذا القنانون 
الا اذا كان (معامل “7 - 1) . 
مثال : ناقش القطع المكافئن 0 - 2 -217 + 2زيك4 + 1:2 
الجل : 
2 + بو2- ح يرك + 2ن 
2+4 + بو2- ح 4ر4 + مر 
6 + و2- ح 2(5 + 2) 
(27-3- -ح 2(2 + م 
27-7 م4- -ح 4زم - عن 
الوا( وات زول اح ايز | د ]1 
3 ح 1- 2 2 1 2- 
البورة 2,2-)م - (و + 2ك, 2-) / - 6 + م- ,)7 جب 0 
معادئة المحور 2- - 7 جح 7 ح عر 


0 7 1+6 0 0 
معا كك تت ب كه جح تت .حكجحتب. تت لدم اح - حت 3 
دل الدليل 2 4 2 2 2 ا 2 لل 
مثال : جد احدائي الرأس والبورة ومعادلة محور القطع ومعادلة الدليل للقطع المكافى : 


الجل : 


3 + 1 *«12 -ح 247 312 

< 4 ح برق - ررس 

12 - 81+16 - 42 +6 

(4 + 42 - “4 - بن 

(- مامه - *ر - بن 

الرأسن (4,4-) - (,5) د 4 دع ,| 4 دح م 


البؤرة (4 ,3-) 1[ ع (4 , 4 - 1)م ح (, 8 + م)ر7 جه 2-1 - مج 4 - رر4 

معادئة المجور 4 - بر جح ع - رر 

معادلة الدليل ‏ 5- - 4 -1- حا جح ( + و7 ح عن 

مثال : جد معادئة القطع المكافىّ الذي رأسه (3, 1-) ويمر بالنقطة (5 , 3) ومحوره يوازي محور 
السينات . 


»© 


الجل : 


( - ع2) 417 
(1 + )4 


- م 
م 

للقطع © (5 , 3) الرأس (3, 1-) جح (ع , 2) 
لفاوق 217 د ةزوسين م ح : - ماج م16 -4 جح (1 + 3)مه - 3(2 - 5) 
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مثال : جد احداثشي الرأس والبؤرة ومعادلة محور القطع ومعادلة الدليل للقطع المكافى . 


الجل : 
0 -24 مرق برق + تبن 


4 - « 8 ح بر 8 + 2رر 
(24+016 - ع 8 ع (16)+مر 8 + 2 
82-8 - (16) + برق + تبر 
(1 -8)2 ع 405 + مم 
لط - )مه - كن - بن 
الرأس (4-,1) - (5,1) د 4 دع /, 1-مز 
البؤرة (4-,3)/ ح (4-,1 + 72 ح ,م + )7 جح 2 -25- ور 8 - م4 
معادئة الدئيل 4 -2ر ج عع] - رو 
معادئة المحور 1 - حا + 1 247- حدر جه 7 + نر ح ير 
ملا حظة : يمكننا استنتاج معادئة المحور من الجزء الذي فيه تربيع 4# المعادلة » كما ف الامثلة أدناه : 
5 من جه (2 - )6 - 7-5(5م 
2 دعر بج (1-/2 3 -ح 2(2 + 2) 
دعر جه (12 ح شعن 
عدر جه ع4 - 2رر 


حل تمارين (1 - >) 
س 1/ جد المعادلة للقطع المكافئ 4 كل مما يأتي ثم أرسم المنحني البياني لها : 
أ) البؤرة (0 , 5) والرأس نقطة اللاصل 
الحل : البؤرة (0 , 5) سينية موجبة (الفتحة نحو اليمين) : 


7 5 -يع معادلة الد ليل 5- نج ج 5 -ح نر 


20 ع #بر جه «(4)5 - “بز ج رمر4 - كبر 





7 )5,0( 





ب) البؤرة (4- , 0) صادية سالبة (الفتحة نحو الاسفل) : 


معادئةالدليل ‏ 4 -(7( ج 4 - ر 
4 - بر 16- -ح شير ج :و(4)4- - ثر ج برو4- - فير 





ج) البؤرة (1/2, 0) والرأس نقنطة الاصل 
الحل : البؤرة (1/2 , 0) صادية موجبة (الفتحة نحو الأعلى) : 


معادلة الدليل ‏ 2/- -</7ز ج 17/2 - 7 
بو 4/2 - ثم ج برو4 - 2ير 





د) معادلة دليل القطع المكافئ 0) - 3 + 47 والرأس 4 نقطة اللاصل 
الجل : 


معادئلة الدليل ع مرو جد 3- ح :و4 ج 0 - 3 + 7و4 


3 3 
البؤرة [2 ,0) 7 8-5-0-2 ملا 


نلاحظ بأن البؤرة صادية موجبة (الفتحة نحو الأعلى) : 
3 2 2 
[4)2 - 2 ج 7و4 ع دير 


31 ح شير ج 





7770705007 اا 





س2/ 4 كل مما يأتي جد البؤرة والرأس ومعادئتي المحور والدئيل والقطع المكافىٌ : 

بر4 - 6 )1 

الفتحة نحوالاعلى ‏ (0 -4)7 - 0(5 -2) 

10 - بنوام4 - 4(« - مه 

1 مج 4 -ع م4, 0 ع دع/ ب 0 ع-عمم/ 

البؤرة([1 , 0) ل - (2, 0) 1 

الرأس(0 , 0) 7[ ع (ع]/ , 1) 17 

معادلة الدليل ‏ 1- -ت7 معادلة المحور 0) - 7 
0 - 1672 +22 (2 

الفتحة نحو اليسار (0 - »ع - 02 - بن 3 و كر 

ا - عن)م4- - “10 - بن 

-ح ور د - - م4 ب 0 تع ى, 0 م/م 


1 
وّرة 00 3_3 )ا ث2 
الرأس(0 , 0) 7[ ع (ع] , 2) 7آ 


معادلة الدليل جد - ب معادئة المحور 0 ح 37 
(2 -4)2- - تبر (3 
الحل : بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ (10 - <) م4 - >4(/ - 7[) نحصل على 
الفتحة نحو اليسار (2 -«)4- - 0(/5 -17) 
1 م + 4- - مور4- , 0 حدع/ 2 ح-عم/ 
البؤرة (7)1,0 -(2,0 +71 - ,4 + م-)م 
الرأس(0 , 17)2 ع (ع , 17)12 
معادلة المحور 0 ح 37 
معادلة الدليل ‏ 3 -2 +14 2 جد | 77+ م -2 0.. 
(1 - مي 8 ع 15 -2) 4 
الفتحة نحو الاعلى (077-1)م4 ح 1(4 -2«) 
2- مد 8 ع مه , 1 -يم ‏ ,1 -(م 
البؤرة (7)1,3 -ح 1 + ج, :)7 
الرأس (17)1,1 ح (ع , :17)1 
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معادئة المحور 1 - 1 
معادلة الدليل 1- - 1 + 2- 2 نن جد ع( دن ح نر:. 
وزاري 7١17‏ / ذا 6- - 2 + بر4 + 2بر (5 
الحل : نرتب المعادلة بحيث تكون حدود 7[ 4 طرف وحدود 2 ل الطرف الآخر 
6 - ع2 ح روك + كبو 
نضيف 4 الى طرخ معادلة القطع المكافئ حتى تكون حدود '[ بشكل مريبع كامل 
4 + 22-6- - 4 + برك + تبر 


الفتحة نحواليسار 2 22 -ح 2(4 + [[) 
(2)2+1- - 2(2 + رم 

(ط - 2)م4- - أن[ - بن 

وب 2 - -ح 2و4 , 2- ح دع ب 1- -م/ 


3-) _ - 
البؤرة [2-, )د هارم + مم 
معادلة المحور ‏ 2- -ح 7ق 
معادلة الدليل دح 1 2 حيري 7 +م -2ر.. 
0 ع مو دعم + ث6مر 6١‏ 
الحل : نرتب المعادلة بحيث تكون حدود 37 لش طرف وحدود 32 ل الطرف الآخر 
/ ح- ع6 + شير 
نضيف 9 الى طري المعادلة حتى تكون حدود 3 بشكل مربع كامل 
2+9 - 62+9 + شير 
الفتحة نحو الاعلى 9 +ن و - 3(5 +2) 
10 - بجوام4 - 4(« - مه 
1 
دم 1- ص4 , 9- -4م ‏ (, 3 دم 
5 ِ_ 1 _ _ 
البورة شت م)م - زو-ع,ق-) 7د و مرمم 
معادلة المحور 3- - 2 


-1-36 _ 7 


معادلة الدليل ‏ )- 1 - 52-9 د بوي 1 +7 - ح رو 
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س 3/ جد معادلة القطع المكافئئ الذي يمر بالنقطتين (5- , 2) » (5 , 2) والرأس 4 نقطة الاصل . 
الحل : نلااحظ بأن الاحداثي السيني د النقطتين متساويتين وموجبتين فتكون المعادلة (سينية موجبة) : 


النقطتان تحققان المعادلة ‏ 4 ح 2بر 


25 
2 - م د م8 - 25 د (2) 4 - 25 


25 25 
اي ان المعادلكة هي : 7 9 _ 1 ج )+4 - 1 


س4/ اذا كان دليل القطع المكافىّ يمر بالنقطة (4 , 3-) والرأس 4 نقطة الاصل جد معادلة القطع المكافئ 
علما أن بؤرته تنتمي لأحد المحورين . 


الحل : البؤرة تنتمي لأحد المحورين اي أن هنالك أحتمالان : 





معادلة الدليل 3 - 7 جه 3- - 2 :. معادلة الدليل 4 - 7 2 4 ح 3 
2 (4)3 - ثبو جد يرو4 - 2رر .. 7و(4)4- ح بر ج بوزورة4- ح فير 
1 -ح 2رو جه 16 -ث2ج جه 
س5/ قطع مكافئ معادلته 0 - 87 + 425 ويمر بالنقطة (2 , 1) جد قيمة 4 ثم جد بؤرته ودليله ثم 
ارسم القطع . 
الحل : 


(2 ,1) تنتمي للقطع المكافئ فهي تحقق معادلته 
16 -ح 4 ج 0 ح (8)2 + 4)1(5 


1 
در ح شع ج 0 ح بو8 + 222 16- 
41 ح أير 





نلاحظ بأن البؤرة صادية موجبة (الفتحة نحو الاعلى) 
1 


1 7 
-5-- ل خخ 
يا 0 


البؤرة (ع,  )0‏ كت (, 0) م 





جم ١‏ 2 متجعحكد 


س 6/ باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافى : 
-١‏ البؤرة (7,0) والرأس 4 نقطة الاصل : 
الحل : 
معادئلة الدليل 7- 7 لج 7 -1 


تعريف القطع المكافئ ()1/1/ ح- '[1// 
بذ بتربيع الطرفين 17(2- 7) + 7(2 + )ل -ح 0(2 - 7 + 7(2 -8) ل 
١‏ 


14 + 2 ) ع 0(5 رم + *(7 -معن) 
9 لل م14 + غير ح بو + 49 + م14 - شير 







00-7 ,( + - - 


14 -ح “بر + 142- 


معادلة القطع تكن 


6" 
(07,0)يم7 


؟١-‏ معادئة الدليل 3/د - 7[ والرأس 4 نقطة الاصل 
3 برج مدر , 7/3 د بر 


البؤرة (1/3-,0) # ح (م- , 700 . 


تعريف القطع المكافئْ ()1] - '[1// 


0 

بتربيع الطرفين "(1/3- 2) + 2( - 6ت) ل - (1/3+ بن) + 0(2 - ه) 
(3/, )© 3 - 
<< 253 ل 0 “(3/ - :و) - :(3/. + بر) + غير 


3 +:و207/3 - شيو ح 3 + بو207/3 + ثبو + غير 
7- -ح :21/3 + شير 


معادلة القطع المكافئن ‏ |4./317- -ح شير 





باستخدام قانون المسافة ‏ 0/12 -ح- 7/1 


حل - م 


بالتربيع ترفع الجذور 








أمثلة إضافية محلولة 
مثال : جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقاط (10- , 13-) ,(10- , 11) والذي رأسه (2 , 1-) . 
الحل : قيمة ال محور الصادي للنقطتين ثابتة وهذا يدل على ان محور التماثل هو (2) 
2 11 + 13- 2 ل ور 
2020-2 2 200000 
نلاحظ أن محور التماثل يوازي المحور الصادي وهذا يعني أن القانون هو 12 - 7) 4 - 7(5 -2) 
صيغة معادلة القطع المكافئن (2 -22ز) 4 -ح 1(5 + <) .. 
النقطة (10-, 11) 3 للقطع المكافئ لذا فهي تحقق معادلته 





1--اج 1 - 


الفتحة نحوالاسفل 3- - 7 جل م4- - 12 ج (12-) م4 - 12(4) 
معادئة القطع المكافئن (2 -12)027- - 1(5 +«) ج (2 -3()2-)4 - 15 + 2) .. 
مثال : النقط (0 , 0) ,(6- , 4) ,(6- , 12-) تنتمي للقطع المكافئْ © + 8 + 022 -ح 7[ جد احداثي 
البؤرة ومعادلة الدليل والرأس والبعد البؤري . 
الحل : "' النقطة (0 , 0) 3 لالقطع المكافئ لذا فهي تحقق معادلته 
0 عدم جح ع + 0 + 0 - 0 


النقطة (6- , 4) 3 للقطع المكافى لذا فهي تحقق معادلته 

01 ..... 3- -ط2 + 80 ج 2 + ع + 4 + 1606 - 6- 
'' النقطة (6--,12-) 3 لالقطع المكافئ لذا فهي تتحقق معادلته 

(1......0)2- - 25 -244 ج 6+ [128 -1440 - 6- 
نحل المعادلتين حلاً آنيا فنحصل على : 


1- 
1 -- جح 2 -[27 ح 3- -[2 د10 جه 3 -20+[2-) وب م 4- - 320 


معادلة القطع المكافئ 837- - 8 + 22 جح بر8 22 ح ررق جه بو ا ابوك ح روا 
باضافة (16) الى طرك معادئة القطع المكافىْ حتى تكون حدود (:3) بشكل مربع كامل 
2 -8)7- ع *(4 +ج) ج 16 + بر8- ع 4(5 +دع) ج 16 + برز8- - 16 +82 + ذير 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ 1 - 7) م[4- ح 2(4/ - #) نحصل على 
الرأس ‏ (4,2-)ل/ا- (,8)آاآ ج 2 دج , 4 دعم 
البؤرة (0, 4-)ر/, ع (2 + 2-,4-) / ح ن] + مر- , )م ج 2 ح رر جد 8- ح ر(ر4- .١.‏ 
معادلة المحور 4 -ن جح ثم[ - 2 .. 


معادلة الدليل 4 - 37 - 2 +2 ع رز جح ع][ + مر ع ( :. 
8 ح- (42 ح البعد البؤري " 


115377511137711 -* 177 غ1 اال 





متال : جد معادلة القطع المكافى الذي رأسه نقطة الاصل ويحقق الشروط التالية : 
)١‏ بؤرته (0, 5) 
الحل ٠:‏ البؤرة تنتمي محور السينات 0215 - 2 -> معادلة القطع المكافئْ هي 41 - 2( 
0 < ع لا 20 ع ث#بر ج عمع(4)5 - #بر .. 5 دع دمج (0, 5) ح (0,م) .٠‏ 
؟) بؤرته (3, 0) 
الحل : " البؤرة تنتمي لمحور الصادات 0715 - 7[ -> معادلة القطع المكافئْ هي 471 - 2 
0 < برلا 12 ح ثير ج م«ن(4)3 - “ير .. 3 ح ورج (0,3) ح (م, 0) .٠‏ 
*') معادئة دليله 0 - 6 - 23 
الحل : 
البؤرة (3-,0)ر/ د 3- -ح مج 3 - برج 6 - برز2 ج 0 - 21-6 .١‏ 
برم4- - خير .. 
معادئة القطع المكافئن 12317 - 24 ج :و(3-)4- -ح شير 
1 ووركه كنت تحور الساداة زمر بالتقطقة ( 0/22 
الحل : " البؤرة تنتمي لمحور الصادات 0715 - 7[ -> معادلة القطع المكافئْ هي 471 - 2 
1 النقطة (-, 1/2) تنتمي للقطع فهي تحقق معادلته 
7-1 جه م2 - 2 ج 2 مه - '(2/) 
معادلة القطع المكافئ 43 - 2 ج تز(4)1 - ير ج برور4 - 2ع ٠‏ 
0) يمر بالنقطتين (1/5- , 1) ,([21/5 , 1) جد معادلته ومعادلة دليله . 
الحل : ' النقطتين متناظرتان حول محور السينات (لأن قيمة 7 ثابتة لم تتغير) معادلته هي 41 - 2[ 
. نعوض أحدى النقطتين لأنه دمر بها 
معادئة الدليل 5- دج حل 5 ح مر جح رر4 - 20 جح (1) م4 - 217/5(2 ) 
معادئة القطع المكافى ‏ «20 ح 2بز ج «(4)5 ح برو4 - أرز :. 
5) بورته تنتمي ]حور السينات ودليله يمر بالنقطة (4- , 2) 
الحل : '. البؤرة تنتمي محور السينات -> معادلة القطع المكافئْ هي «41- - 2[ 
'' دليله يمر بالنقطة (4- , 2) لذا فإن 2 - 12 هي معادئة القطع الدئيل لأن الدليل يقطع 
الاحداثي السيني 2- - 17 
معادلة القطع المكافئ «8 - 1/2 ج-«(2-)4- ح أبر ج وم4- - بر ج 2- - در 
)٠‏ رأسه نقطة الاصل وبؤرته مركز الدائرة التي معادلتها 0 -1 + بر4 - 12 + 22 


يحل , مركو امدائرة - | أتطادت] , [طيتنا  )‏ (للجكت, ) - (0,2) - البؤرة 


2 2 2 
:. 2 -7 والبؤرة تنتمي احور الصادات ومعادئة القطع المكافئْ هي 471 - 2:2 
معادلة القطع المكافئ ‏ «8 -ح 2ر جح ((4)2 ح ررم4 - 2ير 
6) دليله يوازي المحور الصادي ومعادلة محوره 0 - 7 ويمر بالنقطة (1 , 2-) 
الحل : "“ الدليل يوازي المحور الصادي ويمر بالنقطة (1 , 2-) 
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“. الدليل يقطع الاحداثي السيني السالب والبورة تفع على الاحداثي السيني والموجب 


“. معادلة القطع المكافئ هي 471 - 2[ 


'' القطع يمر بالنقطة (1 , 2-) لذا فهي تحققه 
ا 
كك م8- - 1 ج (2-)م4 - 1(4) ج 2رره - 2رر ٠.‏ 
1- 
- تر ج برطع»4 - تر .: 


معادئة القطع المكافئٌ و 
4) يقطع من المستقيم 4 - 3 قطعة طولها (10) وحدات 
الجل : 
رأسي القطع المكافئ (5- , 5()4, 4) ج 5 ح بر جح 10 - 2 ٠‏ 


“” التناظر حول محور السينات -> معادئة القطع المكافئ 41# - 0775 والنقطة (5 , 4) تحققه 
- ور جح م16 - 25 ج (4)م4 - 5(2) ج م4 - 2رر 








16 
021 - زا ج دل )4 - بز ج نم4 <- بر 
مثال : جد معادئة القطع المكافىٌ الذي رأسه نقطة الاصل ويحقق الشروط التالية : 
-41- 
-١‏ يورته الصيغة الديكارتية للعدد 0 ح- م2 
خخ 
الجل : 
0- 8-414+41-2- 2-1 44-280 
2 للختت ختحم جم حت اد - 7 
2-3 2-4 


الصيغة الديكارتية (2,0-) 7 2- - 0 : 
2-- ح م ج النبؤرة (2,0) - (2,0-) .. 
تبر ج ع«(2-)4 ح برور4 - أن .. 


معادلة القطع المكافىن 81- 
؟"- بؤرته تنتمي لأحد المحورين ودليله يمر بالنقطة (4 , 3) 
الحل : ٠‏ الدليل يمر بالنقطة (4 , 3) ولم يحدد لأي المحورين يوازي -> يوجد دليلان 4 - «م, 3 - 7 


يوجد بؤرتانالأولى (4- , 0) والثانية (0 , 3-) مما يعني قطعان مكافئان 
“مر ج 3(«2) 4- ح عروم4- - بز . 


د ج رز(4) 4- - ترع4- 


مح 
د 
|| 


معادئة القطع المكافىّ الأول 1223- 
معادلة القطع المكافىّ الثاني 16177- 
*- يمر برؤوس المثلث 486 حيث (112, 2) 6 ,(4 , 2-) 8 ,(0 , 4)0 ثم أوجد قيمة 112 . 
الحل : ' النقطة (772, 2) تفع أما لِك الربع الأول أو الرابع 
ح النقطة (372, 2) 3 للربع الأول لكي يتحقق القطع 
> البؤرة تقع على المحور الصادي والقانون 4101 -ح 22 


القطع يمر بالنقطة (4 , 2-) فهي تحققه 
1 4 
4 ح برو4 - ثير جد - دم د - ح ورج مر 16 - 4 ج (4)ربه - 2(5-) .. 


2 1 
00 دراج) 4 16 
'' النقطة (372, 2) تقنع على القطع لذا فهي تحقق معادلة القطع 
4 ح ور جح وير - 2(5) .. 
4- رأسه نقطة الاصل ومعادلة دليله 0 - 1/3 + 237 
“سويد اي بوجت الوه برق جد 0 - 1/3 + :و2 





2 


معادلة القطع المكافئ 21/317 - 


جه بر )4 - روه - 2م 


واجبات 


س١/‏ ل كل مما يأتي جد البؤرة ومعادلتي المحور والدليل للقطع المكافى : 


(2 -8)6- -ح 2ن 1 
0 ح بو ع4 + شع (2 
0 ح برو28 + 2ع (3 


س”/ اذا كان دليل القنطع المكافى يمر بالنقطة (5 , 2-) والرأس 4 نقطة الأصل فجد معادلته علما ان بؤرته تنتمي 
الأحد المحورين . 


س”/ 4 كل مما يأتي جد معادئة القطع المكافىّ الذي : 


أ 


.7 


و" 


"5 


60 


بؤرته (0, 7-) والرأس 4 نقطة الاصل . 

معادلة الدليل له 0) - 3 -232 والرأس 4 نقطة الأصل . 

بؤرته تنتمي حور السينات ويمر بالنقطة (6 , 3) والرأس 4 نقطة الاصل . 

بؤرته تنتمي احور السينات ودليله يمر بالنقطة (5 , 4-) والرأس 4 نقطة الأصل . 


معادلة الدليل له 0 - 1/3 + 217 والرأس 4 نقطة الأصل . 


س 4؟/ اذا كانت النقطة (4 , 2) تنتمي للقطع المكافئّ «(4 + 0) - 775 فجد قيمة(0©) ثم جد أحداثي البؤرة ومعادلة 


الدليل . 


س 5/ باستخدام التعريف جد معادئة القطع المكافىّ الذي : 


6 


بؤرته (0, 4) والرأس 4 نقطة الأصل . 


؟. معادلة الدئليل 0 - 5 - 88 والرأس 4 نقطة الأصل . 


جم 2١‏ متجعحكد 


القطع الناقص ©11105"! 
القطع الناقص : هو مجموعة من النقط ل المستوي التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين تسميان (البؤرتان) 
تساوي عدداثابتا تساوي (20) 
0 - وكام + ]ممم .. 


البؤرتان على المحور السيني والمركز نقطة الاصل (0 , 0) 0 
2 2 





و 4 
527 27م 
حيث أن (ط < ©) , (© < 4) 
4 البؤرتان على المحور الصادي والمركز نقطة الااصل (0 , 0) 0 
(© ,0) وكا 1 2 
1 - 0 م 12 





اذا وقع المحور الكبيرعن محور السينات فإن البؤرتان والرأسان هما على محور السينات . 
جدول يبين مفردات القطع الناقفص أ الحالتين 


(0 ,ع) ]1 (0 ,©) ,مآ (0,7) 2002 
(0.ع-)ي# | (0يه-) يا | (ط-,م0) | + 2م 27م 


)2 00( 1 م0 00( 6 


(ع- ,0) ,1 (ه0- ,0) جا 





خواص القطع الناقص : 
1 ©, < © حيثان (0 < »,2 , 0) 
2ش عمرط< © “6 + 8ق - كم © 4فؤ- كن د تح 


3) طول ال محور الكبير - 720 (العدد الثابت) 


٠“ 171537751117715‏ 177 ةلط ةلال 


4) طول ال محور الصغير - 21 


5) المسافة بين البؤرتين - 20 (البعد البؤري) 
6) مساحة القطع الناقص : (وحدة مربعة 051 - /) 


1+ 02 
2 عم) 


ل 
الاختلاف المركزي :(1 > © > 0) , 1 ب د ماي ان 54 - 02/ة دح 


8( 
20 
9) النسبة بين طولي محوريه - ,, 
1) 





1 5-5 62 _ 8 
7) محيط القطع الناقص : 0 كه ج72 .حنيث 


28 
0) اذا مر القطع بنقطة أحد احداثياتها صفر فالا حداثشي الثاني هو أما (0) أو (6) والاكبر هو ([0) والاصغر هو (5) . 
ملا حظات : 
٠ 9 1‏ لي 2 31 0 ع ء«همى هه ى 35 5 35 اخ هه 1 آ- حي 2 
) اذا كان مقام ال (27) أكبر فالبؤرتان سينيتان وتكون المعادلة القياسية ل 
٠ ٠ 2‏ اي 2 7 0 ع ء«همى 6ه ى 35 5 35 عه هه 1 0 0 ين 
) اذا كان مقام ال (77[) أكبر فالبؤرتان صاديتان وتكون المعادلة القياسية 000 


3) الطرف الايمن 2 معادلة القطع الناقص دائما - 1 . 

4) كل نقطة تنتمي الى القطع الناقص تحقق معادلة القطع . 

مثال : باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (1])2,0 , (2,0-) 72 والعدد الثابت (6) . 
الحل ؛ 1 


القطع الناقص © (17,«) 72 

( حسب التعريض) 20 - ر7 2 + ,27 .: 

6 - 0(2 - 7ن + 2(2 + مل + 0(2 - بن + 2(2 - مل 
(بتربيع الطرفين) ‏ 2بز + 2(2 + 6)/. - 6 - 2ير + 2(2 - بول 
#ر + 4 + مره + 2+ دير + 2(2 + )أ 12 - 36 - 2ر + 4 + بره - قر 


4 + [ع8 + 36 ع 2بر + 2(5 + 2) /نء 12] 






( بتربيع الطرفين) 2 + و ح 2و + 2(2 + عر) ل 3 
4 + :36 + 81 ع ( 2جرز + بك + ع4 + 2ن) 9 
42 + :36 + 81 ح 2ررو + 36 + :و36 + 2رو 
5 + [ 45 -ح 2ر9 + 2ير5 


واه 


2 
04 
معادلة القطع الناة [1  -‏ 
دله القطع النافص 5 ص 


القطع الناقص 


كمية ثابتة باستخدام قانون 20 - 7/12 + 711 


انتبه الجذر لا يرفع كاملا 
النقطة وبورته الثانية 





مثال : 4 كل مما يأتي جد طول كل من المحورين وإحداثيات كل من البؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي 


2 2 


96 0 0 
25 7 16 

4 
د - 3 + 422 2 


1١ 1 


ل مي 
2-57 ف )1 
(5,0-)ر!, (5,0)رلا] .. جه 5 - هج جه 25 -2م 
4 دم ج 16 -2ز 
3 دم ج 16-9 - 25 0 ثم جه كخم كم دك 


البوؤرتان (0 ب3-)رل, (0 ,1_3 . 
طون المحور الكبير ‏ 10 - 20 2 5 -0 .. 


طول ال محور الصغير ‏ 8 - 28 + 4 ع ( .. 


15 © 
الاختلاف الى كذزى 1 > اع اح م 


2( 422 + . 


3 6 ِ - 2و3 + 42 
4 3 





17[ 2 و 2ير وو 1222 
1-1-1 1- 1-5272 4 2 4 
89 3 8 12 
1 1 7 2 _ 4 , 
ع ل 0 ح حل دح كن 
1/3 3 3 9 
1 1 1 4 
2 دا -_-- 2-2 تب 2 
0-7 2 9 © و بكم 


1 
بلالة . 1 3 1 ل 
الاختلاف المركري تت ص وب 0 
3 
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مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (3,0-) 122 , (2)3,0! ورأساه (0 ,5-)12, (171)5,0 ومركزه 
نقطة اللاصل . 
الحل : .. البؤرتان والرأسان على المحور السيني فإن معادلة القطع الناقص 
2 
0 
1 72 21-* 
5 - 2م جه 5 عدم وحم جه 3 دم 


4 دمع .. 25-916 -2ن ج 2م 25 -9 ج 2م كم دك 


2 2 


و 4 


1 - د اكتتتكة ان 
16 25 


مثال : جد طول كل من المحورين وإحداثي كل من البؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي والمحيط والمساحة لمعادلة 
القطع الناقص 400 - 2572 + 16215 


الجل : 
2 2 
د 7 الاك 0 + [400 ح 25:2 + 16225 
16 25 
(طول المحور الكبير) 60 -20 جه 5ع د 25 - 2 
(طول ال محور الصغير) 8 - 25 جه 4 عدم ج 16 - 2م 
8[جدعك 225-169 2زز جب كن بت كع 
البورتان (3,0-) ]1 , (3,0) )1 
الرأسان ‏ (5,0-)1/)5,0(,12آ 
3 2 
الاختلاف المركرىي 0 | جد -د م 
 *‏ 5 06 
وحدة مريعة 20172 -ح 5()4(1#) -ح 011 - 


3 _ 16 0 كدي ب 1 0 0 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ويقطع من محور السينات (8) وحدات ومن الصادات (12) 
وحدة ثم جد المسافة بين بؤرتيه ومساحة منطقته ومحيطه وأختلافه المركزي . 





الحل : ما يقطعه من الصادات أكبر مما يقطعه من السينات فالبؤرتان صاديتان 

2و شير 
2م 2م 
6--2م جد 6 حدم ج 12 -20 


55-6 جد 4 م جد 2-8 
1 م22 
[ معادنة القطع ) 000000 


- 1 


5 جع جه 20 - 16 -36 -32 - 2ن د تح 
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[ المسافة بين البؤرتين) 5/حة - 260 





المساحة وحدة مريعة 247 - 051 - م 
الملحيط 271/26 كتشكدم 217 حت 27 دام 
5/د 20/5 © 
اللاختلاف المركزي ادح لت سل دق 
0ن 6 0 


ملاحظة : نقناط تقاطع القطع مع المحورين (0 , 7) , (77 , 0) تمثل الرؤوس والاقطاب والأبعد الى المركز هو الرأس. 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين (0 , 4-) ,(3 , 0) ثم جد 
مساحته ومحيطه . 

الحل : 


1 
0- 4 , 6-3 ..|)- + -- 1 
16 9 


وحدة مريعة 12172 ح 4()3(1) - 081 - 41 





0/2 - -]| 21 - 01-2 
1 
متال : جد معادئة القطع الناقص إحدى بؤرتيه (0 , 4) وإختلافه المركزي 9 7 
الحل : البؤرة سينية فا معادلة هي : 
2 2 
1 - 2 ا 
0 0 
6ع دج يد 4 دامع 
1 8 
4 - >4 ج 8 -ح ‏ ج ع2 جه ع حدم 
2 6 
أي 
5205-9005 د الل لين ّ _- بت 2 فير لحت كوس حت 2 
معادلة القطع الناقص 1 41ت 8 -ح 64-16 - ”( جد ”مم - ثن ع د( 
متال : جد معادلة القطع الناقص إحدى بؤرتيه (3- , 0) والنسبة بين طولي محوريه 86 
الحل : البؤرة صادية فا معادلة هي : 
1 م22 
ا 
9 -2م جه 3ح دع 
40 4 227 4 طو المحورالصغير 
(1) لمع عع ع عع ح 6 جداي اي آك 70 
طول ال محور الكبير 


0 
9 ل ا ح 2م ل 2ق ع دن 


5» يم 16047 0 
١‏ ان 


5 -ح >1602 -2502 
5 - 0]| جه 25 -2 جه 225 -ح 012 
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22577000 121 2 45 ا 
بد اهو سف [1- 5 +5 0 16د ب 94 دن 


مثال ؛: لتكن 36 ع 4172 + 22ع/ معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه (0 , 0/3) جد قيمة (1). 
الحل : نقسم طرغ المعادلة على (36) وزاري 7١١8‏ / دا 
2 2 2 2 

١ك‏ ا 19 5 0ك لهف 19 هد 

هي ' 36 6 7 36 


1 
البؤرة سينية معادلة القطع : 


0 ير 
0م 
36 
3 حدم 5 9 -2ر 5 - ثم + 
6 5 لاا ك 2 ظلك 5 لت 5 ك5 الك كا 
2012 01 001 00# 0 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه 4 نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات والمسافة بين البؤرتين (6) 
وحدات ؛ والفرق بين طولي المحورين يساوي (2) وحدة . 
الحل : 3 -0© ج6 -260 
الفرق بين طوثي ال محورين 2 - 28 - 20 ( بالقسمة على 2) ->» 1 - 7 - 0 > 1 + 7 ح 0 (نبدأً بتعويض عن 0) 
“ع + 5م - كم 
5+9 -ح 1(5 + ط) 
4 - 5 ج 8 - 25 + 1 -9 - 25 + 9 - 1 + 28 ج 9 + 52 - 1 + 27 + 02 
1[ +4-<ه0ه 2-16 


معادلة القطع الناقفص 1 --3-72- 5 - 2م ج 5 - و 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤورة القطع المكافئَ 0 - 127 - 12 
وطول محوره الصغير يساوي (10) وحدات . 


الجل : 
من القطع المكافئ : 
ةر 
دم4 - كبر 
البؤرة (3,0)./ 3 - م7 ج 12 - 41 
من القطع الناقص : 


وق احور الصكين 5 -2م ج 5 دم جح 10 - 21 


وح ثم جد 3 دح ج اليؤرتان (3,0-)رط ,(2)3,0/ 
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مة ١‏ 2 متجعحكد 


4 - 2ن ج 9 + 25 ح 2ن جه ثم ب كو ح- ذو 
2 اهم اه الك د دك الت 
معادلة القطع الناقص |1 + 1 02 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحد رأسيه هو بورة القطع المكافىّ الذي معادلته 


د 5 ل , 0010 
-ح 7[ والنسبة بين طول محوره الصغير والبعد بين البؤرتين ‏ . 


الحل : 

القطع المكافى : 

م - أبر 

-ح تبر 

(5,0) لاج 5 دم حت 20 - 41 
القطع الناقص : 

5 - مجه (نر5ايئر] , (5,0)را 

0 3 4 م 4 22 

4 دم جب 00 ا تي ا 

“م + 5م - كم 


6« لاك" 2 - 25] 
16 


7 -ح 400 ج 94 + 16855 - 400 
2 2 
1 -2 ب بج 4 حم بج 16 -2[ 
6 25 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحد بؤرتيه (4 , 0) ومجموع مربعي طوئلي محوريه 136 . 


الجل : 
6 - 2(5) + 22(5) 


4 ب [ 136 -2[ 4 + 2ن 4] 

(1) ل 34-855 ح كم ج 34 - 4( + ثم 

16 2م | اج 4 دعم 

4 - 16 - *254- ج 16 + 55 - 4م -34 جه ثم + 2( - ثم 


و-2 - 2م ب 18- - 202- 


معادلة القطع الناة 1ح وتات ود ير د د وود توه 9 4و تن 
يمن 55 2 و 2 20م 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرته نقطتان على محور السينات واحد بؤرتيه تبعد عن 
الرأسين بالعددين 7 , 3. 
الجل : 
3 + 20-7 
(5,0-)12 ,(1)5,0آ1 5ج تت 10 -20 
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(2,0-)مم ,(2,0)مآ 4 - ثم ج 2 حدم جح 4 - 3 7 -دع2 
21 2م ج 4 25 -2م جه 4 2م - 25 جح ذم ب 2و - ذم 


2 2 2 2 

2 0 2 0 

ح 2 -ه لاح 1 ح - دس 

21 ' 25 2و 

مثال : جد معادلهة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ويورتاه تئتميان الى محور السيئنات ويمر بالتقطتين 


. 3,55 )2,2( 


: 1 5 ' 5000 
الحل : لان البؤرة تفع على محور السينات 1 00 بتعويض النقطة (2 , 2) #2 المعادئة العامة : 
212 
رخط كه »0 4 4 
(01..-.......... 0282 - 412 + 4852 جح 1 - 2 ل - 
4 0 


726 ْ 50000 
بتعويض النقطة ( , , 3) 2 المعادلة العامة 


..)2( 





10 
0 جح 0-0 ع 2 


2 )4 »0 
نعوض لي معادلة (1) 282 -2م ج- 2222 - 2ن ب 202 - 2 جت | 2م5 - كك 


12 
6 - 5م ج 24 - 125 جح 24 - 855 + 44 ج *2525(55) ع (4)282 + 42 


2 2 
500000 الل اهارا 39 لكف 2 2 
معادئة القطع الناقص |1 لامرك 0 ج (6) 2 - 2ه 


ملاحظة عن السؤال التالي : القطع يمر ذش النقطة (0 , 3) هذه النقطة تفع على احد ال محاور الاحداثية حيث النقطة 
(0 , 3) تققنع على ال محور الاحداثي السيني لذلك هذه النقطة تمثل اما رأس القطع او القطب » لذلك يجب ان ننتبه الى 
الملاحظة وهي يجب ان تكون © < 0 , 2 < 2 . فمعادلة القطع المكافىّ معلومة (نستخرج أولا البؤرة للقطع المكافىّ 
وستكون بؤوّرة للقطع الناقص) . 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقنطة الاصل واحد بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئْ 0 -ح 8 + 32 
ويمر بالنقطة (0 , 3) . 
الحل : 
القطع المكافىّ : 
2- ح كل 
7 - 


ع 
|| 
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م ١‏ 2 متجعكد 


القطع الناقص : 
(2,0-)72 , (70)2,0 , (3,0-)وآ1 , (17703,0 


+ 25م - كم 


2 2 
معادلة القطع الناقص |1 - 22 + 22 5 - :2 ج 4 -9 - 2 جه 4 + 2م - و 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتيه بؤرة القطع المكافئن 0 - 167 - 212 ويمر 
بالنقطة (5- , 0) . 
الحل : 
القطع المكافى : 
2 + 01 - +16 - 2بوج2] 
82 ح أربو 
(2,0)ساج 2 د ورج 8 ح ريه ج نم4 - نبو 
القطع الناقص : لان النقطة تقع على غير محور البؤرة 4 القطع الناقص 
5 -4م ج 5 دم ح القطبين هما (5(,)0,5-,0) 
2-4 بج 2 دع بج (2,0-),7 , (5,/)2,0 
+ 2( ح- كم 


2 2 


4 


تطل ]| جه 29 -2جم جح 4 + 25 -2 
26 7 و2 01 4 01 


معادئلة القطع الناقص |1 - 
مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وامار ببؤّرة القطع المكافئن 0 - 1217 + 22 والبعد بين 
بؤرتيه يساوي 6 وحدة طول . 
الكل + 

القطع المكافى ؛ 
7و12- -ح شير 


12 
(3-,0)م , 0-3 دام جح 12- - «و4- ج بزو4- ح 2ير 


القطع الناقص : 


9 -2م جح 3 دم جح 6 ع2 


نلاحظ ان قيمة 3 ح © ولا يجوز ان تكون بدل قيمة 0 لان 0 اكبر من © لذلك تعتبر (3- , 0) هي 2 : 
28م ج 9+ 9- 2م ج م + 2( - غم 

2و 22 2و 2ير 

22 


معادئة القطع الناة اعحدنحتد )| و2[ د جدياد 
3 القطع ا قص 9 18 02 1 


 *+ 171537511177115‏ 17 1ل 





مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بنقطتي تقاطع المستقيم 8 -ع 37 - 23 مع المحورين 
اللاحداثيين . 
الحل : اذا مر القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل بنقطتي تفقعان 2 ربعين متجاورين فان الرأس يمثل النقطة ذات 
المطلق الاكبر (أي يجرد العدد من الاشارة) والقطب يمثل النقطة ذات المطلق الاصغر . 

اذا كانت 0 ع رو 


(4,0) جد 4 دع ج 8 - ع2 ج 8 ع (0) - 21 
اذا كانت 0 - 72 

(0,8) ج 8 ح بورج 8 ح بر - (2)0 

66 -55 + 4 -( , 64 - 4م ج 8 -ع 
و 22 2و 2ير 


معادلة القطع الناقص 1 مم 16 جه 1 - يم 2ن 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بنقطة تقاطع المستقيم 12 ع 337 + 23 مع محور السينات حيث مساحة 
المنطقة لهذا القطع 241 . 
الحل : 
(6,0) ج 6 -ح ,ع ج 12 دع2 ج 12 ع (3)0 +22 ج 12 - :و3 + 212 
'' المستقيم قطع الاحداثي السيني 4 النقطة (0 ,6) 
6 ح © , (6,0-)عآ1 (6,0 1/10 
كد - م < مرط6 - :ج24 , »تمه - 4 
4 - م ج الاقطاب (4-,0) , (0,4) 
0 - ثم جه 16 حك ج 4م دكن دكقم 


ير 0 
معادلة القطع الناقص 72-1-2+2-1- 


مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئْ 243- - 22 
ويمس دليل القطع المكافئ 0 - 162 + 2( 
الحل : 
القطع المكافى ؛ 
24- ح فير 
(6-,0)يم جه 32-6 - م ج 24 - م4 ج برم4- -ح فير 
دليل القطع المكافيّ : 
دم4- ح كبر 


ع 
|| 


16 
4 --- - مج 16 - و4 د 162- 


(0 ,4) تنتمي للقطع الناقص 
6 - 72 ج 4 -ح [ 
البورتان (0,6)ع_/, (6-,0) ]1 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 


معادئة القطع الناقص 2-1+ 52 - 16+36 -2م ب + 5[ ح كم 
ملاحظات لرسم القطع الناقص : 
.١‏ نعين (0, ©-) دلا , (0, ©)1. 
؟. نعين (ط-, 0) 142 , (5, 11)0/ 
“"'. تصل بين النقاط الاربعة 112 1/11 1/2 11 بالترتيب حتى يكون منحني متصل . 
:. نعين البؤرتين (0 , ©-) 2 , (0, ©6) )”1 


إنسحاب ال محاور للقطع الناقص 
درسنا 2 الامثلة السابقة القطع الناقص الذي يكون مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تقعان على إحدى المحاور الاحداثية: 
والآن سوف ندرس القطع الناقص بعد إنسحابه الى جهة معينة وسوف نرمز الى مركز القطع (/ , 17) وهذا الجدول 
يلخص نا جميع الحالات : 


. القطع الناقص || البؤدتان_ | الرأسان_ | القطبان | المركز | العادلة_1_ | 
1 لخبي 


9,1 + )م 1+ ه)7 _ 
71,1 ج+دع-)ورأا] 8,1 + ه-) 172 


1 + 6 ,)1 10 + © ,11) 171 8,1 + ط) 


7 هن 102 ده 
100 


0ج+ع-,8)و7 | 8 +م-,ة) ,7 | ,م+م 1 





ملا حظة : معادلة المحور الكبير يؤّخن من البسط الذي مقامه أصغر ء والمحور الصغير يؤخذن من البسط الذي مقامه أكبر 


يت معادلة المحور | 7 ح بو 4 حاير معاذكة الخوو 
الكبير 7 5 59 

75+ مم 42# مم 

100 5 64 5 

مثال : جد البؤرتين والرأسين والقطبين وطول ومعادلة كل من ال محورين والاختلاف المركزي للقطع الناقص : 

45 +7 5(5-مم 

25 3020016 5 


1 


1 
الحل : البورتان سينيتان فالمعادلة هي : 
1 - - من 
هس 5 ' 
0 0 
5 - ع جه 02-25 | 4 حم , 5-عم 
4 دم جه 16 -2م 


3-م جه 225-16-9 ثم جه 2م د كم دم 


البؤرتان (4- ,8) _ل7 ح 1ر8 دع) رآ 


الرأسان 2 (4-,7,)10 ح (ع ,8 + 6©),آاآ 
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طول المحور الكبير وحدة 10 - 20 
طول المجور الصغير وحده 8 - 21 





(4- , 7200 ح © ب« + ه )رآ 


معادلة المحور الكبير 7 4- -ت7 ايان ا - 3 
معادئة ال محور الصغير 5 د« ايان / ع- 2 
3 2 


الاختلاف المركري كد اكات 


متال : جد البؤرتين والرأسين وطول ومعادلة كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطع الناقص : 


4- ح بو36 + عر8 - 2و9 ل 2ر4 


الحل : نرتب القطع بحيث تكون حدود (2) وحدود (17) مريع كامل وكما يلي 


4- ح و36 + 2ر9 + بر8 - شير 
4- ح (بو4 + 92 + م2 - 2مر) 4 


نضيف الى طرك المعادئة (40) اي ما اضغناه الى المربع الكامل للقوس الأول والقوس الثاني : 


بالمقارنة بالمعادئة القياسية للقطع الناقص |11 - 


1 -2«2(2) مربع نصف معامل 2 


1 
4 - *(2) - 4(5 2 2) 2 مربع نصف معامل /[ 
0 + 4- ح (4 + برك + 2ر9 + (1 ع2 - )4 
6 + [36 -ح 2(5 + 97 + 1(5 -4)2] 


و 22 ل سم 
4 9 





901 10ت 
12 
3 -0 جه 2-9م | 2- حدع#, 1 -م/م 


2 -<مج 4 -2م 
5 دم جه 9-4-5 تم جد 52- 2م د 


البؤرتان على محور السينات (2-,1 + 0/5 _# ح ار« د ع )ا 


طول ا محور الكبير وحدة 6 - 20 
طول ال محور الصغير وحدة 4 - 21 
معادلة المحور الكبير 2- -ح وو 
معادلة المحور الصغير 1 -2ع 


| دس 


. 
الاختلاف المركري 0 - ه6 


الرأسان (2-, 4) ,17 - زعا ,8 + ه) رآاآ 


(2-,2-)1]2 ح ]ا ,8 + ه-)جمآاآ 
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مراجعهة 
1. نرتب الحدودية 
2 نجعل معامل 22 , 3745 - 1 
3. نجعل الطرف الايمن - 1 
4. نقارن المعادلة مع المعادلة القياسية 
5 مجموع طوثي المحورين هو 0 + 20 
6. الفرق بين طولي المحورين هو 21 20 
7. النسبة بين طولي المحورين 
*» اذا كان البسط أكبر من المقام - 
*» اذا كان البسط أصغر من المقام 2 
* اذا كان مقام 707 أكبر من مقام 77[ البؤرتان تقعان على المحور السيني 1 فإن المعادلة 1 -ٍ 7 
* اذا كان مقام 7[ أكبر من مقام “10 البؤرتان تقعان على المحور الصادي '[ فإن المعادلة - ٍ» + 


حل نمارين )2 - 2 
س 1/ عين كل من البؤرتين والرأسين والقطبين والمركز ثم جد طول ومعادلة كل من المحورين والاختلاف المركزي 
للقطوع الناقصة المبينة معادلتها 4 كل مما يأتي : 


الجل : 
1 2 1 م2 
1 2ن دنم بالمقارنك و نوج 
2 
1 1 دمن 0-1-1 
2 2 0 
1 1 1 
“ككتتكث.--. لتم 2 - حجح--2-ا ا 72 2 لم2 
0/2 6 2 2 0 4 
1 1 
البؤرتان على محور السينات (2,0-) لا, (2,0) ع 
الرأسان (1,0-)12, (01,0 17 5 
1 1 
القطبان (طرفا المحور الصغير) (ع- ,0) ول, 0,2( م 
طول المحور الكبير 2 - (2)1 جه 20 


2 1 
طول ال محور الصغير 2 دج - رعس ) 2 د 20 
المسافة بين البؤرتين 2 - 86 2 - 20 
المركز (0, 0) , معادلة المحور الصغير 0 - 2 , معادلة المحور الكبير 0 - 7[ 
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1 > 1 

1/2 

7 - 72و13 + 92:2 (2 
الحل : بالقسمة على 117 


2 د 
و 2 * 

13 9 

2 -م جح 9 -ث2ر ر 73 - ج جح 13 ح 2ح 
2 دم ج 4 -- 13-9 -2م كعم دنع 


البوؤرتان على محور السينات (0, 2-) حر 1, (0 1_1 2 


الرأسان (1/13,0ح)وا1, (0, 7101/13 

القطبان (3-,52)0, (5100,3 . 

طول ال محور الكبير 73 - (0/13) 2 + 206 

طول ال محور الصغير 6 - (2)3 ج 2 

المسافة بين البؤرتين 4 - (2) 2 - 26 

المركز (0,0) , معادلة المحور الصغير 0 - 2 , معادلة المحورالكبير 0 - 7[ 
2 9 
1 4 -- نر 

> كي 00 951 





2 1172 
الحل : بالمقارنة مع المعادئة القياسية للقطع الناقص 1 - ا اك 

5- مج 2-25 , 9-ه جح 81 - كه , (1-,4) - ن1 2) , 1- دغ , 4 دعر 

4 حعح ج 56 - 25 -81 -52 -2جم دق 

البؤرتان على محور السينات ‏ ([1- ,4 + 2)210/14! - 22,12 + ©), 1 

(1-, 4 + 210/14-)ر[ -ح 5,1 +دع-)ر] 

الرأسان (1-,13)آ1آ ب 8,1 + هر ]1 

(1- , 5 حارلا ح 8,1 + م )جما 

القطبان (4, 4) رطم ح (ل + , )رط 

(6-,4),ر ع (] +داط ح , [)وط 

طول ال محور الكبير ‏ وحدة 18 ع (2)9 - 20 

طول المحور الصغير وحدة 10 - (2)5 - 2/7 

المسافة بين البؤرتين ‏ وحدة 410/14 - (2)210/14 - 20 

معادلة المحور الكبير 7 1- - ل[ 
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معادلة المحور الصغير 4 ح- ع 


218114 9 
11> جحتم حبد 
09 0 


60 600 
ا 0 


ادام 


وزاري 7١١‏ / دا 


2 - 2 
الحل ٠‏ بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص 1 - -2-90 ب لما 


37 -م جح 2-9م | كدي ج 25 -2م || 2 جع | 3--[ 

4 دم ج 16 - 25-9 - 2( - كم عدم 

البؤرتان على محور السينات ‏ (3,2-)2م ح (2 + ©,12)) 1 

(6-,3-),رم ح و دع , )را 

الرأسان ‏ (3,3-)//! ح (/ + 2,©6),آآ 

(7-,3-)جآا1 ع (] + ه- , ش1) ]1 

القطبين (2-,8,)0 ح زارط + )رم 

(2-,6-),ر8 ح زارط - 72[)وط 

طول ال محور الكبير وحدة 10 - (2)5 - 20 

طون ال محور الصغير وحدة 6 - (2)3 - (/2 

المسافة بين البؤرتين ‏ وحدة 8 - (2)4 - 20 

معادلة المحور الصغير 2- ح رر 

معادئة المحور الكبير حا 

4 © 
ال جم 
0 - 204 + :150 ع4 + 2ر25 + 2ير (5 
الحل : نرتب المعادلة بحيث تكون حدود (3) وحدود (7) مربع كامل وكما يلي : 

4- - (6 - 2بو) 25 + (مي4 + ثن) جح 204- ح :150 - ع4 + 255:2 + 2ير 


4 - 2(2) - 4(2 2 2) 2 مريع نصف معامل ‏ 
9 - 3(2) -26(2) 2 مريع نصف معامل /( 

باضافة (229) الى طرِك معادئة القطع الناقص حتى تكون حدود (3) وحدود (7) بشكل مربع كامل 
09 +204- - (9 د بو6 - 2بوم) 40+25 + يريك + فينم 


(25) +251 -ح 3(54 -/7) 25 + 204 +2) 


2 5 0-4 


معادلة القطع الناقص 1 - 02 , 5 
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0 0000 0 ”2 0 ش 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع الناقص |1 - --2- + نحصل على : 
مركز القطع الناقص (2/,3-) - (1, 8) د 3 -غع] , 2- -/ 
1]-مج 1 -2م ,| 5 دن ج 25 - 2ن 
6 جد ج 24 - 1 - 25 -52 - 2م دق 
البؤرتان على محور السينات ‏ (2,3 - 752)21/6 - 12,12 + ©) 1 
(2,3 -217/6-)رآ - 5,1 جدع-)راآ 
الرأسان (1)3:,3آآ ح 1 ,8 + ه) ]1 
(7,3-)172 ح 1 ,ا + هحا)جرآ] 
القطبان (2,4-) رم - 1 + ط, )رم 
(2,2-),5 ع ن| + ط -, )روط 
طون ا محور الكبير وحدة 10 - (2)5 - 20 
طول ال محور الصغير وحدة 2 - (2)1 - 21 
المسافة بين البؤرتين وحدة 41/6 - (2)21/6 - 26 
معادلة المحور الكبير 3 -ق 
معادلة المحور الصغير رت 2 ير 
س2/ جد المعادلة القياسية لاقطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل لي كل مما يأتي : 
-١‏ البؤرتان هما النقطتان (0 , 5) و (0 , 5 -) وطول محوره الكبير يساوي (12) وحدة 


الجل : البورتان سيئيتان ومعادله القطع : 


5 - ثم جه 5 دع 
6 -02 جه 6 دن جه 12 - 20 
يدق شه 


0 1 2 2 جد 
معادلة القطع الناقص) |1 - ور ١‏ جو 1 - * ج 4ط - 36 - 25 
؟- البؤرتان هما (22 , 0) ويتقاطع مع محور السينات عند .1+4 - 1 


الجل : البورتان صاديتان ومعادله القطع : 
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6 55 ج 4 ح و« 
معادئة القطع الناقص 2-1 + جه 20 - 2م ج 4 +16 - غثومج نم + 4م - كم 
“- أحدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين 1 , 5 وحدة على الترتيب 
الحل : مثل هذا السؤال يحل باستخدام الرسم 
0 9 - 2م ج 3 دج جه 6 - 1 + 5 - 20 
4 د ثم ج 2 حم ج 4 - 1 - 5 20 


“. هناك حالتين لمعادلة القطع الناقص وهما : 
اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادئة القطع هي 


2 2 
2 
اذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادئلة القطع هي 1 5 00 


1 
4- إختلافه المركزي يساوي ر وطول محوره الصغير(17) وحدة طول 
الحل : لم يحدد موفع البورتين فنكتب معادلتين 





: : 89 1 89 
4 -ح 4ن ج 20 حم جد اا حب جح ب 
0 2 0 

52-6 ج 6 دم بج 12 -2 :. 
2 د 2م -2م.. 


2 - 2م جه 36 - 2م37 ج 36 -2ع4 دقع 


دم.. 


8 ح-ح كم ج (4)12 - غفو 
اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادلة القطع هي |1 1 8 21 لالس 
اذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادلة القطع هي كر 2 الت 

المسافة بين بؤرتيه تساوي (8) وحدات ونصف محوره الصغير يساوي (3) وحدات 
الحل : لم يحدد موقع البؤرتين 
6 - ثح جه 4 دح جه 8 -<20 


1 
9 - 5م ج 3 ح م جه 3 - (20) رج 
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كته ١‏ مسصحد 


2ج ج 16 97 -2جم جح كم رب كم - 


3 نم 


2 


بع 


اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادئة القطع هي |11 - )ا 


]ته 
ص |أ ذأ 


بد | د 
د أين 
535 
م 


اذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادلة القطع هي |1 - 
س 3/ باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص اذا علم : 


-١‏ بؤرتاه النقطتان (22 , 0) ورأساه النقطتان (23 , 0) » ومركزه نقفطة الأصل 


الجل : 
3 0 2 - م 
حسب التعريف 0 ح رام + 1م 
07 (3) 2 - >(2 + ب + 0(2 - من ل + 07-22 + 0(2 - عنم 


6 ع 2(45 + 7م + 2عرل, + 07-2(4) + 2ع 


بتربع الطرفين 2(2[4 + 7ز) + 2عزل. - 6 ح 07-2(2) + 1/2:2] 





(4 + بيك + تبر + عر + 202 + بن + 12/2 - 36) ح (4 + بره - 2بر + 2م 
0 نقسم على 4 ترق + 36 ع (2(5 + رم + 2يرل.12) 
بتربيع الطرفين رو + 9 ع 2(5 + رم + 3./1:2 

7و2 + 9) ع [2(5 + رم + 2ر] 9 


#رر4 + :و36 + 81 ع (ك + ررك + 2بر + 1:2) 9 
#ررو4 + :36 + 81 ع 36 + :و36 ل 2رز 9 ل 2ع 9 


د 2 - 2 
اح 5000-2 /ز 5 + >9 


24 المسافة بين البؤرتين (6) وحدة والعدد الثابت (10) والبؤرتان تقعان على محور السينات ومركزه‎ -١ 
. نقطة اللاصل‎ 
: الحل‎ 
.0 20-6 البؤرتان (4+3/,0) جا 3 حدم جد‎ 


الرأسان (5,0+) جد 5ح تج د10 -20 :. 
( حسب التعريض) 20 - ر/ 2 + ,27 .: 


(5) 2 ع >0(2 بم + 3(42 + عالق + 0(5 7م + 3(5 - 2) 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 


0 ح 2بو + 3(5 ل عورال + ةيو + 3(2 - 2) 
بتربيع الطرفين 172 + 3(5 + )ال - 10 ع 2بر + 3(5 - 2) /ى 


2و + وح يرم + تير + 2ير + 3(2 + 6) ل 20 - 100 ع 2بر + 9 + عورم - 2ع 
4 + 1 +12 +100 ح 2بر + 3(2 + 2) لنء 20] 


( بتربيع الطرفين) + 25 - 2و + 3(2 + عر) لك 
9 + 150 + 625 ع (2بز + 9 + عز6 + 25)21:2 

9 + 150 + 625 ح 72و25 + 225 + 1502 + 251:2 
5 - 625 -ح 72و25 + 16225 


2 2 
معادلة القطع الناقص جح (400) + [400 ع 2بو25 + 1622 


س4/ جد معادلة القنطع الناقص الذي مركزه ننطة الاصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافى الذي معادلته 
0 - «8 + 772 علما بأن القطع الناقص يمر بالنقطة (1/3, 21/3) 











الحل : القطع المكافئ : 
8- ح 2رر 
البؤرة (2,0-) جه 2 - م جه 8 ح ررك جح معر4- - درر 
بؤرة القطع المكافئ (0 , 2-) 7 وهي تمثل احدى بؤرتي القطع الناقص (سينية) (0 , 2-) 1 
القطع الناقص : 
4 د ثم ج 2 جع ,(2,0-) رلا , (2,0) لآ 
(4.......)1 +4م دع فم جه م + 4م ح كم 
(1/3, 21/3) تنتمي للقطع الناقص فهي تحقق معادلته : 
0131 020/302 217 
)2 2-2-5 7 02 1 وى ا دن 
4١‏ + )55 << 1 1 - ٍ : 0 
+ 2م 4+ 2م 


(4 + 54*)52 - 12 + 4م3 + 12824 

+45 + ثكم ع 12 + 1582 

0 12 -4-114مو 

)52-12()62 + 1(- 0 

نعوض 4 معادلة  )1(‏ 16 - 4 + 12 - 04 ج 12 - 82 «6]][1©1 


2 2 
ل 6 > إ ههه حب : لنت 5 س2 اشم 2 
معادلة القطع الناقص 1 0 3 0 ' تهملب 1 م 01 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا ل 077071050070« 


جم ١‏ 2 متجعحد 


س5/ جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات ويمر بالنقطتين 


(6,2) ,(3,4). 
1 2 
الحل : البؤرتان سينيتان فمعادئة القطع الناقص هي 2-1 7 
ل : 4 | 36 22 | 6(5) 
(2 , 6) تنتمي للقطع الناقص ذفهي تحقق معادلته : ل كيم ع ل 
يي 00 : 16 | 9 4 | 34 
(4 , 3) تنتمي للقطع الناقص ذهي تحقق معادلته ٠‏ (2) 00 لل 0 0 
6 144 
(1).. 4 - 2 0 





نعوض قيمة 07 # المعادلة (1) 
1 4 36 4 4 36 


2 للدذااخحج لم ليم للدم ججح لم د أجت لدم 
20 0 - ع 2 < 49 1 1 12 45 


1 0 2 
معادلة القطع النافص م 3 45 


س6)/ جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه نقطتا تقاطع المنحني 16 - 37 - 2نو + 22 
مع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافى 1212 - 72[ . 
الحل : " المنحني 16 -372 2[ + 22 يقطع المحور الصادي فإن 0 - 2 
(4- , 0) ,(4, 0) + 4+ - بور جد 16 - 2بر جه 16 ح (3)0 - 2بو + 0 
وتمثلان بؤرتي القطع الناقص (فتكون معادلته صادية) ٠‏ 1 د 
6 25م ج 4 دع 
لإيجاد معادلة الدليل للقطع المكافىّ : 
122 ح غربرو 
3 - مج 12 - م4 ج م4 - كبر 
نقطة التماس (0 , 3-) ج معادلة الدليل 3- - عن 
معادلة القطع الناقص صادية ومعادئة القطع المكافئّ سينية . ويما ان النقطة (0 , 3-) تحقق معادلة القطع 
الناقص لأنه يمر بها . 


9 0 *(3-) 
9 -2 ج 1 - روج ]1 د جد م 02 


2 2 
ده - 2 2-16 _-2 2 2ن 2ق[ 2 
معادلة القطع الناقص | 1 - 22 +1 6 ج 25 - كاج 16 +9 - ثم دي + “( - كم 


4 _اعدادية التورة للبنين ابابل( آل 6 077207105007 ____< 





س7/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتمي الى محور السينات ومركزه 2 نقفطة اللاصل وطول محوره 
الكبير ضعف طول محوره الصغير ويقطع القطع المكافئن 0 - 8 + “77 عند النقطة التي احداثيها السيني 
يساوي (2-) . 
الحل : 
القطع المكافى : 
لايجاد نقطتنا تقاطع القطع الناقص مع القطع المكافئ . 2- - نم1 

(4, 2-),(4-,2-) + 4+ د بز + 16 - #بر + 0 - (2-)8 + شرو 
القطع الناقص : 


2 2 
ع ««*ووهى ©>» يج يه 5 006 ©ه»ه و كد 0 1 
البورتان تنتمي احور السينات معادلة الفطع 00 02 


“4 - 5م + 285 ع هم جه (28) 2 - 20 
النقاط تنتمي للقطع الناقص (اي تحقق معادلته) : 
17 6 1 6 4 045 2(5-) 


7 -2زآ د 1- جر ج 1 د جر +522 22-1 2227 0-15 1 172 


معادلة القطع الناقص 11 - ك2 يه 8 - ته + (17) 4 - تم 
س8/ قطع ناقص 36 ع 174 + 1024 ومركزه نقطة الاصل ومجموع مربعي طولي محوريه يساوي (60) 
وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافى الذي معادئته 41/312 - 772 ما قيمة كل من ع/ , 12 ؟ 
الحل : القطع المكافيّ : 
نلاحظ بأن معادلة القطع المكافىْ سينية موجية : 





م4 ح كبر 
3 حم ج :4/32 - 2بر 


بؤرة القطع المكافئ (0 , 1/3) 4 وهي تمثل أحدى بؤرتي القطع الناقص (فتكون معادلته السينية) 


القطع الناقص : 
200 
36 36 
7 02 
و" 
د 0/3 دع اك كه ادكه 


ج 36 ح رو[ + ديرم 


3 - 2ع 


مجموع مربعي طولي محوريه يساوي (60) : 
0 -ح 28(5) + *20(4) 
0 - 5[ 4 ل 2ن 4 
2م - 15 -2م جه 15 -2م + عع 
3+ 15-2 -2م جح م 4م ح كع 
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م ١‏ 2 متجععكد 


6 15-9 - 2وررج 9--2م جه 18 - 202 


2 


2 
هه 2 0-7 المي مه و 
معادلة القطع الناقص | 1 - ج: + م 


1 ١ 
00 8-0 1 2 بالمقارتك‎ 
7 1 
3 90 -دع/ 6 عفد 4 - م جه‎ 6 
إص- 7ح سم 5 - 6 كك يحت‎ 2 
/ 1 
س9/ جد معادئة القنطع الناقص الذي مركزه 4 نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئئْ‎ 
حت ومجموع طولي محوريه (36) وحدة . وزاري 01 ردم‎ 2417 
: الجل‎ 
: القطع المكافئْ‎ 
ح ثير‎ 41 


6 - م جه 24 - م4 2417 - 2ير 


بؤرة القطع المكافىّ (6 , 0) 1 وهي تمثل إحدى بؤرتي القطع الناقص (صادية) 


القطع الناقص : 
2 2 


2 8 لك 1 للد 
6- © ج 6-ه , 2-2-1 + 


مجموع طولي محوريه (36) : 
6 - 18 -ح 0 ج 18 -ع- 5 + 0 ج 36 - 2 + 20 
“ + 4م - كم 
6 + 2 -ح 55 +366 -324 + 36 +525 -ح 5(م -18) 
08ظ2 
0 - 18-8 - م جه 8- حي - طم 288 - 360 د 36 - 324 - 36 
0 4م ,ر 64 -ح 2 .. 
5 5 ل شير 
معادلة القطع الناقص |1 -- و20 ١‏ هع 
س10/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (0 , 4) ل , (0 , .4-) 12 والنقطة 0 ينتمي للقطع الناقص 
بحيث أن محيط لمثلث 2 111 0 يساوي (24) وحدة . وزاري /٠١١4‏ دا 
الجل : البورتان سيئيتان ومعادله القطع : 
(0 , 4) )ل , (0 , 4-) 1 . 
2 
2 _- لك 1ل 
16 “4ح ج41 -ح © , 1 2ى 27م 


محيط المثلث - مجموع أضلاعه الثلاثة 


2 
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١‏ مسمكد 


4 - ,107 + و01 +71 0 
026 20 


(0ز,) 0 المسافة بين البورتين 8 ع (4) 2 ح 220 ح رل1 ]1 
سم حسب تعريف القطع الناقص ( 20 - 012) + م 00) 
ا ادك 20-6 ج 8 -24 - 20 جه 24 - 8 + 20 

4) - 2م جه 8 - و 
8 - 55 ج 16 + 4( - 64 جه ثم + 2م - 2 
50 59 كي 
معادلة القطع الناقص |1 - ىن ١‏ 64 
أمثلة اضافية محلوئلة 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان محور السينات ومساحته ]241 


3 
والنسبة بين طول محوريه م . 


الحل : 
د - م ج وررله - 246 ج عرزو - 4 
5 5 5 +24 5 35 20 
9 - 4 ججح 72 - ا حا ود 060 - 300 ج- 7 
14 24 


3 م 


2 2 
معادئة القطع الناقص 1 2 1 1 
9 64 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ومحوراه ينطبقان على المحورين الاحداثيين واحدى 
بؤرتيه هي بورة القطع المكافئ الذي معادلته (0 - 1217 - 22) وطول محوره الكبير ضعف طول محوره الصغير 
الحل : من القطع المكافئ : 
4017 ح فير 
البؤرة (00,3) ج- 3 ح مج 12 ح م4 ج :و12 - 2ن 
من القطع الناقص : 
البؤرتان (3-,0,3(,)0) سه 3 دم م 2-10 لي 5 


3 - 4م جه 34-9 ج و + 5( - 44 جح و 4ق ح 27(5) جح ثم 2ع ح كم ج 2 دع .. 


2200 ل 
معادئة القطع الناقص 2-11 +2 ب 2 -(3) 4 - 425 - غم 
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مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بالنقطة (3 , 0) والمسافة بين بؤرتيه 6 وحدات . 
الجل : 





3 - 0ح جج 6 -ع2 ٠.0‏ 
3 - 5 جج ع -<مم.. 


8 - 2م ج و ب و - 2ج جح ثم 4م - 2ن :. 
2 2 1 م2 
أو 187 0717 معادلة القطع الناقص الأولى لا 
مثال : لتكن 400 ع 7172 + 147:2 معادلة قطع ناقص إحدى بؤرتيه (0 , 3) والتسبة بين طول محوره الكبير 
ومحوره الصغير - - فجد قيم كل من *1 © /! , 1/! 


الجل : 


معادئة القطع الناقص الثانية 1 - 


0 1 


2 
1 - ج27 +7جي د 1 - كلد + 6د جه 400 + [ 400 - تراج + تدر 


16 
5» و -- 2م| ب ص كم - 2ج :. 


6 75 | 25 -2ج بج 225 - 902 ج 225 + 1602 - 2502 


للف نينت 8 
2000202025م 2020 
6ن 8 
222020202016 00 

"| 2 1 9 50 

معادله القطع النافص ا وماك . 


مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مساحته 80177 والذي يكون البعد بين بؤرتيه مساويا للبعد بين بؤرة 
القطع المكافئ (0 - 2472 + 172[) ودليله . 





الحل : القطع المكافىّ 
0 -ح تأرو 
24- - أبنو 
2 -إم2| جح 6- -ح م جح 24- -ح رر4 .. 
6 - ثم بج 6 جح حل 12 -260 
القطع الناقص 
000 ير 
م ل 0 - 25 ج 01 ح 80171 ج 011 - 4 


(2ه») 64000 
7 - 6400 - 4م ج-< 36 + 7 - 2ج حاتم ادكو - 2ن .. 
01 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


0 - (64 + 2م)(100 - كم) ج 0 - 6400 - 3612 - ثو 


00ح رو 5 / 
4 - ل -ح ثم 7 100 ح ثم ع1[ ]61 
100 
يهمل ‏ 64 - 2[ 01 
1 0 مي : 0 مي 
معادلة القطع الناقص الثاني |1 ---- + |.. معادلة القطع الناقص الأول |1 5 يم 7 100 





2 
«٠» 1 0-0‏ 
متا اذا كان- جا ل معادلة فطع مكابدء دليله بالتقطة (2 , 1 -) حد معادئة القطع الناق 
ل :اذا كانت 0 - 1 7 دلهة قفطع بذ4ء دليله دمر د زم 4 9 دله القطع قفص 
«٠»‏ 2 ع «» 5 35-7 3 
الذي أحد بؤرتيه (1/, 0) ومربع طول النسبة بين محوريه 7 , . 
الحل : من القطع المكافئ : نلا حظ ان القطع المكافئ من النوع السيني لذا فإن معادئة الدليل له 
لأنه يقع على ال محور السيني ‏ 1 #5 ج -(1-)- - نم - 2ن 


«(2 -384) - أبر 
14-2 ج 4 - 2 -314 ج م4 - 2 -3114 ج ررك - أبر 
2 2 
من القطع الناقص ؛ بؤرتاه (2 , 0) , (2- , 0) والقانون 1 - 2- 6 
3 3 45 
4 دام 5 2-2 جح - - ٠.‏ 
, 4 4 402 
224 
2 2م , 2-16جم جه 16 3027 -2ن4 ل 4 + “هر - له جد اث 47م - 2م .. 


ا ْ 
16 12 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه ([0, 2)1/6 7 , ([0, 1/6-)7#1 ويمر خلال 
بؤرة القطع المكافئن 0 - 11 -2137 + 122 12 
الحل : من القطع المكافئ : 
نرتب المعادلة بحيث تكون حدود (97) 4 طرف وحدود (75) 4 الطرف الآخر 11 +127 - 7و2 + 2بر 
نضيف (1) الى طرِك معادلة القطع المكافى حتى تكون حدود (57) بشكل مربع كامل . 
10 +12)2 -ح 15 +7 ج 12 +122 - 15 + ,ن) جح 1 + 11 +122 - 1 + بو2 + ثبو 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ ‏ (12 -47)«2 - 5(/ - 7[) نحصل على 
الرأس (1-,1 -) -ح (#, ) د 1 جدعم , 1- -م/م 
(31-,2) - (1-,1 -3) - ,م +م)يم جح 3 د ورج 12 -دن4 .. 


من القطع الناقص : 
2 2 
بؤرتي القطع الناقص (0, 6/) , (1/5,0-) فإن 1 - 22 +22 6- 2م 
“. النقطة (1-,2) تحقق معادلة القطع الناقص لأنه يمر بها (بؤرة القطع المكافئّ) 
(52 2و») 1 4 
لين 22585 كوي 4 :لح 1 0 92 
(2) ل ل 6 + 54 ح 2ن جد م ب 2ق - كن .. 


0 -م6م- 5مو + كم ج 62 + 4ق ح- 6 + 554 ج 6(55 + 5[5) - 6 + 4( + 42 
0 -(2 -5ث3()5 + 2ش[) 
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ههه ١‏ مسصحد 


2م جل 2 - 2( «لجص[]ؤزه 


يهمل 72-3 01 


1 0 
معادلة القطع الثناف 2 ل ]لك 
3 لقطع قفص 8 


مثال : جد احداثي البؤرتين والرأسين والقطبين وطول ومعادئلة كل من المحورين ومقدار الاختلاف المركزي ومعادلهة 


القطع الناقص الذي مركزه (4- , 1) ومحوره الكبيريوازي محور الصادات وإحدى بؤرتيه تبعد عن الرأسين بالبعدين 








0 وحدة طول . 
العل + #سجبوع النعددين -:228 والقرف مين العدين -26 
4 دح جح 8 دع2 جح 2 - 10 - ع2 |( 0-6 جج 12 - 20 جح 10 + 2 - 20 
0 ' 00 0 ل 0 و *8-بن م 
* محوره الكبيريوازي محور الصادات فإن المعادلة الفياسية للقطع الناقص 2000م 02 


4- جع], 1 -2, 20 -2م ج 20 - 16 -36 -2م جح م د كع دكمو جح ثم ب كو ح كو 


1 405ص 1(5-ج) 
0 36 20 


المسافة بين البؤرتين ١‏ وحدة 8 - (4) 2 - 2 

معادئة المحور الصغير 4- - 7( جح عع/ ح 7[ , معادلة المحور الكبير 2-1 حت عم( -ع 
البؤرتان ‏ (8-,1)رم ح (© حجع/,6)رط , (1,0)/ ح هك + ع/, )ا 
الرأسان (10-,12)1 -ح (© -ع1, )ج17 , (17,/)1,2 ح (ع + ع ا آ] 


4 _اعدادية التورة ينين ابابل ا 07707105007 ____< 





جم ١‏ 2 متجحكد 


القطع الزائد 1177615013] 
القطع الرائتد : هي مجموعة النقط ل المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي اي منها عن نقطتين ثابتتين 
(البؤرتان) يساوي عددا ثابتا (200) . 
حسب التعريف 20 - إو7ط ‏ ررم | 


0 
1 (6,7) م ا 
27 ٍ: 97 
1 
1 
1 
: سأءة>< اا 
و0 
(0,ع) رس (6,0) ار 0 ع -) ع1 
(طح- , 0) 
١‏ 262 ا 
١‏ 20 ا 
0 2 
معادلة فطع زائد بورتاه سينيتان والمركز نقطة الااصل 1 -2 0 
2 0 
معادلة قطع زائد بؤرتاه صاديتان والمركز نقطة اللاصل 1 0 


جدول يبين مفردات القطع الزائد ةك الحالتين : 








ملا حظات : 
1)دائما ,© < © ,2 0 < ©6,ط, 06 

2) طول ال محور الحفنيقي - 20 (العدد الثابت) 

3) طول المحور التخيلي - 27 (اللمحور المرافق) 

4) المسافة بين البؤرتين - 20 (البعد البؤري) 

5) الاختلاف المركزي ه 1 <2 -ه 

6 >5 + 2ن د تع 

7) اذا كانت إشارة ال (2 1) موجبة فالقطع الزائد بؤرتاه سينيتان . 
0 


اذا كانت إشارة ال (75[() موجبة فالقطع الزائد بؤرتاه صاديتان . 


ير 


0 أعين البؤرتين والرأسين وطول كل من المحوريين الحقيقي والمرافق للقطع الزائك 1 - لا > 
الحل + 
طول ا محور الحقيقي ١‏ وحدة 16 20 جح 8 دم جح 64 -2 
طون ا محور المرافق وحدة 12 -<28 ج 6 دم د 36 2ن :. 
4 60 عدم ج 100 ع دثم ج 36 +64 - 4م + كو د ثم 
60 رأسا القطع الزائد ‏ (8,0-) ج17 , (11)8,0 


6" 
(0, 5,010 و | درم (10.0-)42 يؤرتا القطع الزائد (0, 10-) ير , (0, 781)10 


)-6 , 0 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وطول محوره المرفق (4) وحدات وبؤرتاه هما 
النقطتان (8/- , 0) و , (8/, 7100 . 
الحل : " البؤرتان تنتمي محور الصادات 


0 0 
'. المعادلة القنياسية للقطع الزائد /1 - ج- ‏ د 


55 د 8-2 د 20-4 :. 
8 -2م جه ودع 
4 - 2م جه 4 -8 - 2م ج 4( + ثم ددم .. 
معادلة القطع الزائد 2-1 دا 
:سر 4 
4 هذا المثال يكون المحور الحقيقي مساو للمحور المرافق ويسمى القطع الزائد القائم وأختلافه المركزي ثابت هو 17/2 لأن 
النقاط الاريعة تشكل رووس مريع . 


4 _اعدادية التورة ينين ابابل 0 07707105007 ____< 





مثال : جد معادئة القطع الزائد إختلافه المركزي (2) والمسافة بين بؤرتيه (12) وبؤرتاه على محور الصادات. 
الحل : البؤرتان صاديتان فمعادلة القطع 


12 3 
00 0 
6 دح جح 12 - ©2 
5 6 9. 
9 ع 4م جه 9ح ص الاي ا كانم 
7 -2م ج 36-9 -2م جد ثم د 2ج دع 


مي 0 
معادلة القطع الزائد كس عه عد 
كر 7 9 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي احدى بؤرتاه (0 , 10) والفرق بين طول محوره الحقيقي والتخيلي يساوي 4 . 
الحل : 

0 ح- تح جج 10 دع 

2 - 8 - جح 4 - 2 -+20 

(1)........... 5+ 2 ع 4م 

“م + 2م عدم 

100 - 55 + )2 + 5+ 

2 + م4 + 4 + 54 - 100 

100 - 25 + 4 + 4 

]282 + 4[- 96 - 0[ + 2 

0 - 48 -2 + 2م 

0 - (6 -م)(8 + م) 

تهمل 8- -ح [7آ 

6 -2م ج 6 ح زر 

معادلة القطع الزائد 21س 4 - 4م ج 8 - 6 + 2 - و 

64 36 

مثال : جد معادلة القطع المخروطي الذي مركزه نقنطة الاصل أحد بؤرتيه (6- , 0) وأحد رأسيه (4 , 0) . 
الحل : 

6 - ثم ج 6 دم 

لأنه قطع زائد ‏ © < © .. 6 - 2م ج 4 -ح هو 

“5 + كم د كم 


0 - 5م ج 16 -36 - 5م جه 24م + 16 - 36 
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مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وأحد رأسيه بؤرة القطع المكافئن 0 - 322 - 2[ 
5 

والنسبة بين البعد بين بؤرتيه الى طول محوره المرافق كنسبة > ؟ 

الجل : 
القطع المكافئْ 0 12-32 


2 -ح تبر 
8 - مج م4 - كبرو 
القطع المخروطي لم يذكر نوعه ولكن من علاقة 0 < © نحصل على أنه قطع زائد . 


بؤرة القطع المكافىَ هي (0, 1)8آ1 


للقطع الزائد 7 ,ولا 
5 كد كا 
الا حدم دع ا 


2 + 64 - م 


2 
]50 - 64+ 9 


6 - 972 -252 ج 2 9 + 576 - 252 
576 

6 دورج 36 - ل -2مْ جه 576 -162 
16 

معادلة القطع الزائد 22-1 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان الى محور السينات ويمر بالنقطتين 


(40/2,3) , (2, 5-) ؟ 


2 2 











الحل : نعوض النقطة ( 3 , 41/2) 4 معادلة القطع 1 0 6 
)6 40/2(2) 
00 
9و 32 
انه 1 جع 22-7 
(01.-........... 2852م - 2هو - 2م 32 
2 9 
ب © _ 2و 
0 2ص | ثم 
1 
0 1 كد ج 
(22..02.... 252م - 2نج 25 - 2م25 
16 





531 
125 82- 1 - + 4584 .........)2( 


)...45 ح 92 - 02 32 
2 63 





6 |0 - 2م 53 _ ]| 
0 - 0 -1125 


16 112 
2 - 2ن جح 2و ل ح في جح 1122 - 632 
9 01 63 01 01 
62 2ن 15 و -322 
9 59 


9 -2م ج 22 - 16 ج 2,4 - 162 ج 1,4 2 2م16 -3272 
16 16 

6 29خ 1 -- 2م جه 2خ -2 

و2 ك4 و2 ك6 


2 0 

586 

معادلة القطع الزائد 0-1 
ار 16 


مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بالنقطة (0 , 3) والبعد بين بؤرتيه 10 وحدات ؟ 
الحل : 
9 -2جم ج 3 دم 
5 ح ثم جح 5 دح د 10 -26 
4م + ثم حدم 
4 - م جه 16 - 55 ج 2م + 9 - 25 
1 1 2 


1 
معادلة القطع الزائد 1  --‏ ل | ح 1--د ‏ اد 
3 لر 16 9 2م 2 2م 


2 2 2 


مثال : جد معادلة القطع الزائد أحد بؤرتيه بؤرة القطع المكافئن 401 - 75 والذي يمس دليل القطع 
المكافئن 0 - 16 + 172 ؟ 


الجل : 


16 - 12 , د40 - تبر 
16 40 
ل 6 م4 - 16 0-10 - م مه 0 - 40 
1 


معادلة الدليل 4 - 0 , 4 - 


نقطة التماس 16 - 065 للقطع الزائد (0, 4) 
بؤرتي القطع الزائد (0 , 10-)2م! , (0, 1010م , 10 - ع 0 2م جح 10 ح-عم 


“م + كم ح<- كم 


2 + 16 - 100 
6 - 100 -72 
4 -7(2 
20 م2 
84 16 
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2 2 
ث 5-5 6 وه 5 ع ٠‏ 5 55 »> مه © هي هو «٠»‏ 2 0 2 
مثال : عين البورتين والراسين وطول كل من ا محورين الحقيق والمرافق للقطع الزرائد 1 سات 


64036 
الجل : 


طول ا محور الحقيقي وحدة 16 - 8 2 - 20 ج 8 - 0 ج 64 - 02 .. 
طون ا محور المرافق ‏ وحدة 12 - ٠6‏ 2 - 28 2 6 دم جح 36 -2[ :. 
0 ح ©ح جج 100 ح مح ججت 100 - 36 + 64 - 4( + 2م دح ثم 

رأسا القطع الزائد (0 , 8-) جلا , (0 , 8) ,مآ 

قطبا القطع الزائد (6- , 0) و , (6, 0) رطم 

بؤرتا القطع الزائد (10,0-) رط , (0, 1/1)2)10 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي إحدى بؤرتيه (21/5- , 0) وطول محوره الحقيقي (8) وحدات . 
2 10 
الحل : البورة صادية ومعادلة القطع 2 2ن 
0 - 2م جه 207/5 دع 

6 - 04 جه 4 ح هج ج 8 - 20 

4 - 5م جه 16 -20 - 5م جه 5م + ذم د كم 


2 2 
معادلة القطع الزائد 1 ايده 
4 16 


ملاحظة : اذا مر القطع الزائد بنقطة إحدى إحداثياتها (صفر) : فالنقطة تمثل إحدى رؤوسه . 


إنسحاب المحاور للقطع الزائد 
درسنا 4 الامثلة السابقة القطع الزائد الذي يكون مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تقعان على أحدى المحاور الاحداثية :2 
والآن سوف ندرس القطع الزائد بعد إنسحابه الى جهة معينة وسوف نرمز الى مركز القطع ب (// , 12) وهذا الجدول 
يلخص لنا جميع الحالات : 
5,1 جدع)ر. | 2,1 جده),17 | 8+ طم 12 ,7 72 -م) 
ا ا 00 
ب« +ع-)ر | 5,10 جومم و7 101+ ط حمل 


1+ ع2,6) رم | +ع بنارا | ,ظ+م) 022 -» _ ادبن 


0 0 , 





+ع يمع" | © جمه-,ة) ,5017 +6- 





جم ١‏ 2 متجعحد 


مثال : جد إحداثيات المركز والبؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي وطول المحورين للقطع الزائد الذي معاد لته : 
1 15م 2(5+ج) 








4 9 
الجحل : بالمقارنك مع المحادلةك الفياسي4 للقفطع الى 6 02 
مركز القطع الزائد ‏ (2,1-) - (/,  )5‏ 1 - 28 , 2 حم 


طول ال محور الحفقيقي ‏ وحدة 20-6 - 3 دن - 0 ع 2م 

طول ال محور المرافق وحدة 4 - 25 ج- 2 دز 4 ع 2م 

3 حم جح 13 -4 بدو د جح 2م ل 2نم - قت 

البؤرتان (1/13,1- 2-)ج/ - ان -8)ر" , (0/13-2,1ر" ح ورم + »)م 
الرأسان (5,1-)72 ع 8,10 + ©-)جا1 , (7)1,1 ح ار« + هآ 


1/13 و 
لجكت سبدب حدم 
3 0 


الاختلاف المركزي 1 < 


متال : جد إحداثيات المركز والبؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي للقطع الزائد الذي معادلته : 
1 - :و54 -162 - 2بو9 - 2ر4 


الجل : 
1 - (تو6 + 2و9 - (ير4 - 2ير) 4 
4 - 2( (4) 2) ح 2(معامل » 2) 1 - 16 +101 - (9 + ترم + 2برو)9 - (4 + مر4 - 2ير)4 
9 -6((2) 2) - 2(معامل بز 2) 6+ [ 36 -3(2 + 90 - 2(2 - )4 
07+35 *2(5 -ج) 
2<ه , قحه , ق--غ , 2د كي ع 00 
7373 دم د 4-13 +9- 2م ل 2و د 7-1 2(5 -ن) 
0 02 2022 2م 
المركز : ر3-,2) - 1 8) 
النوركان. + (3-,1/13+ 2), ع 1 ,8 +دع) ]1 
(3-, 1/13 - 2)و7 ح 8,1 +ع -)رآ 
الرأسان : 
الاختلاف المركزي : 0 - 6 
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حل تمارين (3 - >) 
س1/ ععين كل من البؤرتين والرأسين ثم جد طول كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطوع الزائدة الاتية : 
8 -ح 2#رر4 - 1222 (ه 
الحل : نقسم طري المعادلة على (48) 


د 


اح 
]نم 


طول المحور الحقيقي وحدة 4 - 20 د 2 -م ج 4 - عو 
طول ال محور المرافق وحدة 40/3 - (210/3) 2 - 25 ج 20/3 - م جه 12 - 72 


4 دمع ج 16 -ح ثم جه 16 12 +4 - 2م +د فوم كم .. 


البؤرتان (0 , 4-)مرط , (0, 12)4 الرأسان (2,0-)172 , (7/,)2,0آ 
4 ح 
الاختلاف المركزي الحتاواك الجاكام 
4 - #بر 9 - 1622 (طآ 
الحل : نقسم طرخ المعادلة على (144) 
2و 2ير 
16 © 


طول ا محور الحقيقي | وحدة 6 20 جا 3 -<0 ج 9 -2م 
طول المحور المرافق وحدة 8 - 28 جه 4 دم جه 16 - 2ز 
5-مه 25 دح ثم ج 25 - 16 +9 - 4( + ثم د ثم 


الرأسان (3:0-)آ1 5 (0 , 3),آآ (0, 5-) رآ 5 (0, 5))لالبؤرتان 
الاختلاف المركزي 1 < - - 6 


وزاري ١١١٠/د”‏ 8 - 1(5 -4)2 - 1(5 +7 2 ن 
الحل : نقسم طرخ المعادلة على (8) 
_ 805 -ت) 05 بوم بامقارنة 6-115 0+1 
أ 0 2 4 
طول المحور الحقيقي وحدة 4 - 20 هد 2 -م ج-4 - عو 


(1-,1) - رساج 1- - :, 1 -< 5 , 1 











طول الحون :اكرافق وحدة 21/2 - 28 ج 1/2 - ه ج 2 - 2م 
6 دم جه 6 - ثم جد 2-6 +4 - 2و + ثنو ح ثم 
البؤرتان ‏ ([(1 0)1,10/6" - ( + »1)2,6م7 


(1/6-1-,1)و” ح ن] ++ ع- ,)رآ 


الرأسان (171)1,1 ح #8 + عه ,)17 
(3-,72)1 ع ل + ه- , 2) 17 
الاختلاف المركزي 5-5<1-دء 


4 _اعدادية التورة ينين ابابل ل 6 07707105007 ____< 








5 <-7بز18 + 2بر9 - غ160 + 1622 (0 
الحل : نرتب معادلة القطع الزائد بشكل مربع كامل كما يلي : 
5 - (7و2 - 2و 9 - («10 + 22) 16 
باضافة (391) الى طري المعادلة حتى تكون حدود (7) وحدود (17) بشكل مربع كامل 


5 - 2( (10) 2) - 2(معامل + ل) 
1 2) - (معامل + نر 


1 1 
1 -*2((4) 9 - >(معامل 7[ 0 

9 - 400 + 185 - (1 + :و2 - 2/و) 9 - (25 +102 + 222) 16 

6 ح- *1(5 -7م) 9 - 5(4 + 2) 16 

16 )*+ 5(2 9 7-15 6 





0 576 576 
012 2_م بالمقارتة 012 2 
(5,1-) - (#,#) جب مي الم ليت وال (2+5«) 
5 0 64 36 
طول المحور الحقيقي وحدة 12 - 20 ج 6 ح ين ج 36 - 2و 
طون ا محور المرافق وحدة 16 - 28 2 8 - 0 ج 64 - 2ج 


0 - دعم ج 100 ح ثم جه 100 - 64 + 36 - 2م + ذم د كع 
البؤرتان (5,1)," ح 8,1« + )لآ 


(1, 15-), - 5,1« +ع-)رآ 
الرأسان ‏ (172)1,1 - (,2 + 17)©6 


(11,1-)72 ح 5,1 + ه-)رآاآ 
5 10 3 
الاختلاف المركري تك كد 
س2/ أكتب معادئة القطع الزائد 2 الحالات الاتية ثم ارسم القطع : 
أ- البؤرتان هما النقطتان (0 , 1+5) ويتقاطع مع محور السينات عند 3+- - 2 ومركزه نقطة الاصل . 


الحل : البؤرتان سينيتان ومعادلة القطع : 


(0, 5) 1 1 (0, 5-)آ] 8 

ويتقاطع مع محور السينات عند 3+ - 2 والرأسان هما : 
9 ع عم ج 3 - م جه (0 , 3-)2آ17آ1 5 (0 , 3),آ/آ 
“5 + كم دح كم 


6 72 جح 2ر7 إل 9 - 25 
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معادئلة القطع الزائد ‏ |1 - 


وي | هه 
ا 
2 


1] )5 , 0( 





كه << 


(5,0) 1 فكت" )رت 


00, -4( 


4 


(5,0-) ك1 





00 ,-4( 


ب- طول محوره الحفيفي (12) وحدة ,» وطول محوره المرافق (10) وحدات » وينطيق محوراه على المجورين 


اللاحداثيين ومركزه نقطة الاصل . 


الجل : 


البؤرتان سينيتان 


1 


فإن معادلة القطع الزائد 1 ج 
إن د لقطع الر هي : 26 26 


6 - 2م ج 0-6 دج 12 -<20 :. 

5 - 52 هج 5 - عم د 10 - 2 ٠:‏ 

61 ح ثم ج 36 + 25 - 525 + 2م كم .. 
البؤرتان صاديتان 


مي 2 


فإن معادلة القطع الزائد هي : | 1 ل 
ا 


ك1 


له ال 
: لح .ا سا 





جم ١‏ 2 متجعحد 


ج) مركزه نقطة الاصل وبؤورتاه على محور الصادات وطول محوره المرافق 21/2 وحدة وإختلافه المركري )3 : 


الحل : البؤرتان صاديتان ومعادلة القطع الزائد وزاري 7١١“‏ /د؟ 
2 
1 02 
2 - 2م ج 1/2 دم جه 210/2 - 28 .٠‏ 
9 - د 2 د ع3 دم د 2 د 3 د ك دو 


9 
لاير0 
3 


2 )2- 71 
لس ا الا لو 22-525-1 ب 1 


12 


بح 
3 

سمه 
3 

55 


س3/ جد باستخدام التعريف القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتيه (0 , 21/2) , (0 , 21/2-) وينطبق 
محوراه على المحورين الاحداثيين والقيمة المطاقة للفرق بين بعدي أية نقطة منه عن بؤرتيه يساوي (4) . 
الحل : 
72 - 0 ج 4 ح نر( .. 
القطع الزائد © (17, )2 النقطة 
0 (حسب التعريف) 20 - |ر 7 - 2711| . 


103,0 


0 


0 -ح ع[ م - ام 


4+ - 0(2 - بن + *(27/2 + )| 0(2 - رع + *(27/2 - )| 
ار + (20/2 + ع)| 1/2 + (20/2 - )| 
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( بتربيع الطرفين) 1 + (20/2 + )| + 4+ - بر+ (20/2 - )| 


2 
2و + 8 ل عر 4/2 + ير + 2يرو + (2/2 + )| 6+8 - 2ربر + 8ق + عر 40/2 - ير 


8+ [ 80/2 + 16 ح تبر + (20/2 + ع) ,8+ ] 
( بتربيع الطرفين) 22 + 2 ح 2بر + (20/2 + عمال 1 


2 سد عر 4/2 + 4 - شيو + 8 ل عر 2 /ح4 + غير 


2 2 
معادئة القطع الزائد 2-2-1اب 4 ج | 4 - ثب 2ير] 


س4/ قطع زائد طول محوره الحقيقي (6) وحدات وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافىَ الذي رأسه نقطة اللاصل ويمر 
بالنقطتين (21/5-,217/5(,)1, 1) . جد معادلتي القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل والقطع الزائد الذي 
مركزه ننطة الاصل . وزاري 1٠١١“‏ /د" | وزاري 7١١54‏ / دا 
الحل : من القطع المكافئ 
النقطتان (21/5-,217/5[(,)1, 1) متناظرة مع المحور السيني لذا فبؤرته سينية وفتحته نحو اليمين 
ومعادلة القطع المكافئْ 421 -ح 72[ . 
النقطة ([1/5-, 1) تحقق معادلة القطع المكافئ (لأنه يمر بها) 

البؤرة (5,0) جد 5 - م جه م4 - 20 ج (1) م4 - 210/5(2) 

معادلة القطع المكافئن 207 - 2[ 

بؤرة القطع المكافئّ (0 , 5) تمثل إحدى بؤرتي القطع الزائد 


القطع الزائد 
5-9 كك 3 دن ك6 ك 2+ 
2 2 
(5,0-) ,(0, 5) بؤرتا القطع الزائد 1 ب 6 
25 دثم جه 5 ددم 
6 - 5( ج 5م 9ح 25 ج 2م م ثم دق . 
0 مي 
معادلة القطع الزائد 00-4 0 


س5/ قطع زائد مركزه نقطة الاصل ومعادلته 90 ع #بوع/ - 2نم[ وطول محوره الحقيقي 2 وهدة ومفركاة 
تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته 576 - 16172 + 922 جد قيمة كل من 2 , 8/ التي تنتمي الى 
مجموعة الاعداد الحقيقية . وزاري 7٠١١7‏ /د؟ 
الجل : 
من القطع الناقص : 
رو ثخبر ‏ 576 162 2ر0 

22ج 0 

576 576 6 64 6 


7 جلدم جه 2-64-3628 جد 2م لم - 2نم جح |36 72 
بؤرتا القطع الناقص (0, 210/7), (0, 25/7-) .. 
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جح 576 ج |[ 576 - 16:2 + 92:2] 


من القطع الرائد : 

2 2 
00 

8 - 0 > 212/7 حرام 


8 - 2م جه 31/2 - هج ج 61/2 - 20 


2ط 22 شه 2 2 5 2 ل 2م --2 
معادلة القطع الزائد ‏ |11 --- 2| 2 10 - 62 ج 5 + 18 ع 28 د 8+ 2ه د مح 


ير 
50 
/ 
00 00 
ك2 كك 
010 2م 1 
س6)/ أكتب معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل اذا علمت أن أحد رأسيه يبعد عن البؤرتين بالعددين 9 , 1 
وحدات على الترتيب وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين . وزاري 7٠١١7‏ /رد” 
الجل : 


د 5 -<م ج 10 - 1+9 -ع22 
جد 4 جوج 9-1-8 -ن20 
أو تماد 25-16 22م جد تو ام دقو جد 2م 2ن 22 ب 
هناك احتمائين لمعادلة القطع الزائد 


2 2 2 9 
1 6 2 
معادلة القخطع الزائد سيشة 1 ح--ه ل معادلة القطءع الزائد صادئة ‏ 1 د ل 
لقطع الز يتب ا 5 لقطع الز 1 


05 
6 


س7/جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائد الذي معادلته 12 - 3172 22 والنسبة بين 
طولي محوريه > + ومركزه نقطة الاصل. - وزاري 7018 / د" 
الحل : من القطع الزائد 

رو كبر 12 2و3 2 


1 ةنس ه سد بتديو يك 13ت 131 تح 2رو .2 
4ه 12 12 12 12 1 17- 3] 


4 دم جه 16 دا + 4+ 2-12 ج32 27م - 2 ب |12 -شه| : 
“. بؤرتا القطع الزائد (0 , 4) , (0 ,.4-) 


من القطع الناقص 


1 م2 


ا 


بؤرتا القطع الناقص ‏ 16 - 2م جح 4 دح ج (0 , 4) , (0, 4-) 
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ههه ١‏ مسصحد 


25 الى 55 ري 265 
9 ا 1 سا ا ةا 





2 
ُّّ" [ 2 + 2-16 جب “م + تم - كم 
9 - 5م جه 144 - 1655 جه 975 + 144 - 2572 


509 252 
5 اند 8 - 0 


9 9 
عا |2 
9 2 
س8/ النقطة (,آ, 6) 8 تنتمي الى القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ومعادلته 12 - 3172 - 72 جد كلا من 
أ) قيمة بآ . 
ب) طول نصف القطر البؤري للقطع المرسوم 2 الجهة اليمنى من النقطة ]1 . 
الحل :+ 
أ) النقطة (.آ, 6) 2١‏ تنتمي الى القطع الزائد وهي تحقق معادلته 2 - 2و3 - شير 
7/2- - زد 8 - 2] د 24 - 312 ج 12 - 312 - 36 ج 12 - 2بو3 - 6(2) 
(21/2- , 6) روط , (6,21/2) رط 





ب) من الققطع الزائد : 
2 2 


د 12 312 2 
41ح | |12 - اه ع 2-2 ب د 2 2د د د 12 + [12 - تر - تر 


2 12 12 12 
(4,0-),رطم , (4,0),رم + 4+دادم ج 16 4 +12 ثم جه 2و + 2م ح ثم 


المقصود بنصف القطر البؤري (اليمين) هو البعد بين البؤرة اليمنى (0 , 4) 11 والنقطة 2 . 
وحدة طول 20/3 - 10/12 ح 8 + ١4‏ - 0(2 -20/2) + 4(2 - 6) ل - 2ن - ج07 + 02د - و2 ل. ح رارم 
وحدة طول 20/3 - 1/12 - 8 + ١١4‏ - 0(2 - 210/2-) + 4(2 - 6) ل - 2002 - ج07 + 02د - و2 /. ح لاوم 


س9/ جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص 1 - -2 + -- ويمس دليل القطع المكافئ +2 
0 ح- 1237 . وزاري 70١١‏ /دا وزاري 7١١5‏ / د" وزاري 7١١68‏ / دا 
الحل : 
من القطع المكافئ 
3 -م ج 12 - 47 | ملكا 
7- 


معادلة الدليل| 3 - براح م  -‏ 


من القطع الناقص 


5-0 ' 0 2 جه اا 





من القطع الزائد 
'' دليل القطع المكافئ يقطع المحور الصادي عند النقطة (3 , 0) وهي رأس الققطع الزائد 


9 - 5م ج 3 دنع 


- 


د | 


2 

ع هه يا بي / ٠ > ٠»‏ هوهي »*») .ى ع هه و . ع 0 هه هو ٠‏ ع سه ا 

يورنا القطع النافقص (صاديتان) وتنطيغان على بورتي القطع الزائد فمعاد له القطع الزائد 1 ك1 
بؤرتا القطع الزائد ‏ (4-,0,4(,)0) »> 4 دم بت 16 - ثم 


7- 5م جه 2*2[ + 9 -ح 16 جه 2( + 1ح د ثم 


2 2 
معادلة القطع الزائد 2-2-2-1 
7 9 


مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل والبؤرتان على محور الصادات وطول المحور الحقيقي 
له 16 والنسبة بين المسافة بين بؤرتيه وطول محوره الحقيقي . : 
الحل : 


<< 
دم 


64 - 2م جح 8 دي بح 16 - ج20 .. 

0 -2م ججح 10 - 5-7 دقام" 

"2# 4 8 4 | 0 

6 - 72 جح 100-64 - 2م جح كو + ذو - قم 

5908 مي 0 
معادلة القطع الزائد ا 


مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي احدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ 2017 - 722 وطول محوره المرافق 
ع 2 
يساوي البعد بين بؤرتي القطع الناقص 1 - 2 1 2 
الحل : من القطع المكافئ : 
417 ح ثعر 
07 ح- 2مر 
البؤرة (0,5) جح 5 ح آم جح 20 - 41 


من القطع الناقص : 
|27 -<ع26| جه 7 م اج 7 د ثم جح ثم ب 2و د 2م جد 52-9 , 16 - 2م 
من القطع الزائد : 
|7 -52]| ج 77 - 85 طون المحور المرافق 20/7 - 28 .٠‏ 
بؤرتا القطع الزائد (5 ,0) , (5-,0) جه 5 حدم >> القانون كم 


|18 - ماج 7 - 25 - 2م جه 2زم + قم - 2 


2 2 
معادلة القطع الزائد 1 - 2ك 
7 18 
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مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي يمر بالنقطتين (6- , 3) , ([31/2, 0) 


الحل : "“ القطع الزائد يمر بالنقطة ([31/2 , 0) لذا فالنقطة تمثل رأس القطع الزائد وقيمة 31/2 - © فإن 
2 2 





6و" 4 
00000 
.٠‏ (6- , 3) تنتمي للقطع الزائد لذا فهي تحقق معادلته 
9 09 36 1# *6(5-) 
2-9 1 حعجحد عه 2 كت 1 جح بم حا نت ]1 ب بابي 
10 52 18 57 317/2(2) 
م2 1 
٠‏ 9 18 
' 9 . ا 5 مي 
مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي بؤرتاه رأسا القطع الناقص 1 -- يم ١‏ ون وطول محوره الحقيقي 


(12) وحدة . 

الحل : من القطع الناقص : 

رأسا القطع الناقص (0 , 10) , (0 , 10 -) 7 10+ 0 جح 64 - 52 , 100 -2ه 
من القطع الزائد : 


2 


2 
بورنا القطع الزائد (10,0(,)10,0-) ح 10 دم جح 1 - 52 - د 
6 - 2ن جح 6 دن جح 12 ح ن2 .. 


4 - *م ج 36 - 100 - 52 ج 2( + 2م داق .. 


2 2 

1 0 

معادلة الخطه الزائك [1 - هد  _‏ 
لقع اخر 0604 36 


مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبعده البؤري مساويا لبعد بؤرة القطع المكافي عن 
دليله 0 - 242 + 075 : اذا علمت ان مساحة القطع الناقص “2111© 8072 .- وزاري 7١١5‏ / دا 
الحل : 4 القطع المكافىّ : 

دم4- - كبر 

24 ح بر ج 0 جدع24 + ثبو 


(4- ج) 
البعد بين بؤرة القطع المكافئئْ ودليله ‏ 12 - 27 جح 6 - ([ 7جح 42- - 242- 


القطع الناقص : 
2-6م جح م6 دمح جح 12 -26 
(1) مما 36 - 52 - كم جح 4م + 6 ح- كم 
00 


نعوض المعادلة (2) 2# المعادلة (1) فينتج : 


(2ه ») 83011 
0 - 6400 - 3662 - كم ج 3682 - 6400 - 4و بجت 36 - 0 0 


0 ع (64 + 5ع)(100 - 2م) 
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ههه ١‏ سسصحد 


._ 6400 ._ 6400 5 
كم حل 100 - 02 أما 


0 100 





يهمل 4- -ح 04 أو 
“. هناك معادئتان للقطع الناقص لأن موقع البؤرتين غير محدد وهما : 
64 ' 100 
مثال : جد معادلة القطع الزائد والناقص اذا كان كل يمر ببؤورتي الآخر وكلاهما يقعان على محور السينات 
وطول ال محور الكبير 61/2 وحدة طول وطول ال محور الحقيقي يساوي 6 وحدة طول ٠.‏ وزاري 7١15‏ / دا 
الحل : ' كل من القطعين يمر ببؤرة الآخر 
“. رأسا القطع الناقص بيمثلان بورتا القطع الزائد وبؤرتا القطع الناقص تمثلان رأسا القطع الزائد 


القطع الناقص ؛ 
9 -2م ج 18 - 2ج جح 317/27 - عن ج 617/2 - 20 
2 2م -2 . 
9 2م جح 18-9 -2نو . 

ير 


2 
2 
معادلة القطع الناقص 1[ - - : 
١‏ 9 18 


ل القطع الزائد : 
9 - ثم جح و - 2م جح 3 - م ج 6 - 20 
و -55.: 5-18-9 جدن + ثم د كم ٠.‏ 


2 1 


معادلة القطع الزائكد |1 - د 

دلة القطع الزن 0 

حل التمارين العامة الخاصة باالفصل الثاني 

س4/ قطع ناقص مركزه نقطة الاصل وقطع زائد ننطة تقاطع محوريه نقطة الاصل احدهما يمر ببؤرة الاخر فإذا 
كانت 225 ح 251:2 + 922 معادئة القطع الناقص فجد ٠‏ وزاري 7١١4‏ / د" 


أ) مساحة القطع الناقص ب) محيط القطع الناقص ج) معادلة القطع الزائد ثم ارسمه 
د) الاختلاف المركزي لكل منهما 
الحل : 
أ) مساحة القطع الناقص 
2 225+ 


ل له 
0000-1 000 جح 225 - 25:2 + 2يرو 


3 - مج 2-9م | 5-م جا 2-25 


وحدة مريعة 7 15 - 3(12) (5) - 081 ح 4 .. 


ب) محيط القطع الناقص 
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7 - م ا ا ج27 - 


ج) من القطع الناقص : 
37 م جح 2-9م | 5 -م جا 25 - 
4 دم جه 16 دح ج 90 25 دع ثم جد ثم د كم ح كع 
البؤرتان (0, 4-) ب(4,0) الرأسان (0, 5-), (0, 5) . 
من القطع الزائد : 
'“ القطع الزائد يمر ببورة القطع الناقص 
الرأسان (0, 4-),(0, 4) البؤرتان (5,0-), (5,0) 


9--2م جح 16 25 -2ز جح كن الع - در 
2 
معاالة القطع الزاشه 
د اللاختلاف المركري : 


4 الاختلاف المركزي للقطع الناقص ‏ 1 >2 - 
(0,3) الاختلاف المركزي للقطع الزائد ‏ | 1 <0- - 


> سل اس 
(0, 5,05 مدب" سر الى “.7:5 


00 , -3( 


س5/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان بمحور السينات ومركزه نقنطة الاصل ومساحة منطقته 775 وحدة 
مربعة ومحيطه يساوي 7 10 وحدة ١.‏ وزاري ٠١١6‏ /د” وزاري 3١14‏ / دا 

الحل : 

مساحة منطقة القطع الناقص - 711 


7 
)01 000 ار 0-7 ج 71 ع :01 - 4 
محيط القطع الناقص - 10175 


تاتنكتفت (212 لصتن + دتقتك 10 00 
بالتربيع 2 ح ج107 جه 


0.00 50 -82 27ج جه 25 - 











» [50 جم ]| 


-___ 077070250077 0 





م +١‏ متجعحكد 


0 - 49 + 502 - ثم 
0 ح- (1 - 25ه)(49 - كم) 


ام جح 7 دن جح 49 ح 2ن عرمر[6زه 


1 724 بج 1 حدم جه 


يهمل 7 - 7 جه دم جح 1 - هم د ١‏ 1 - 2م 01 


ْ 1 مي 
» لأن قيمة (6) يجب ان تكون أكبر من قيمة (6) 2# القطع الناقص . معادلة القطع الناقص |1 - , ١‏ و 


3 1ه قن م 
3 إل- كن إحم 
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تطبيفات التفاضل 


القواعد الاساسية للمشتقة (مراجعة) 


القاعدة الأولى : مشتقة الدالة الثابتة تساوي صفر 


0 - مام ج 3 - (82)ر (1 
0 - 0 ج ‏ - 2)/ (2 
القاعدة الثانية ؛ اذا كان 7 - (30) 2 فإن 6071م ع (22) /ر 


32 - )م ج تير - (8)م (1 


1 
212 


القاعدة الثالثة . اذا كان 02:7 - (20) 6 فإن 14 10ج - («) م حيث 7 © 2 


- 2م - 0[ جح تلد - نول - 20)] (2 


423 -ح (2)) ج ع6 ع (2د)مر (1 


ٍ 2 ,7 - (<) ر ج تر د و27 (2) زر 2 


كذ فيرو - 0)/ بج تسيرة- - (0)/ (3 


4 
القاعدة الرابعة : مشتقة مجموع دوال يساوي مجموع مشتقاتها 
27 - (2))/ ج بر7 + ثير - (مد)مر (1 
3 3 -ح (ن) زر -- “ع6 ح رمد) مر (2 
القاعدة الخامسة : (مشتقة حاصل ضرب دالتين - الدالة الأولى ا مشتقة الثانية + الدالة الثانية “ مشتقة الأولى) 
14 + 3ع24 + :ج14 + تبرق - (7 + 122)(د2) + (7()2 + قم4) - (ت) / ج 7()2 + قمي4) - 2 رز 


المقام 5 مشتقفهك البسط -البسط 2 مشتقهة المقام 
00700 0 السطئظظ ساد سهد 


(المقام) 
3و4 - 6برق - 2ر6 + 6عر6م (تير1()4 + تمر2) - (وتلع1()6 + ثين) 1 +234 
000000 1(2 شك 2000 12+ 24) 0 م ل 


القاعدة السابعة : مشتقة مجموعة دوال مرفوعة لأس معين اذا كان 3(|7) 9] - (3) /ر فإن 


() 1.6 [20) و]« - (ت) / 
7 + + قير5)4 - (2)] ج 5ر7 + قع4) - («)ر (1 


2207 + قبده) د - (ن) [ جح :2 + تبر اضر - ()] (2 
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1 


م2( 202 + 3عج4) + [(2 + 2 2 + 5عر4) م 2م ح- (من) زر 


2 2 
1 (2 + 2ح12)12 
١‏ ير 2 + تت ل 


72 + 3ر4 )2 


القواعد الاساسية لأشتقاق الدوال الدائرية : 


52 وم - 00)] جح ترون - (8)ر/ (1 
2. (من سذى- - 00)] جح برومه - (8)/ (2 
0.2 2ه - 0)] جح رمبم: - (2)ر (3 
0.52 تو- - (00)] جح برغم - 00)/ (4 
2 تتم بزعهى - 00)] جح برءود - (8)]/ (5 


2. 61م» برعو - )م جد برعوح - (28)/ (6 


بعض العلاقات والقوانين المهمة : 


5112251 2 - (22) :511 (3 | 2 “5و - عر 42و20 ع (22) 205 (2 
1 1 1 


ولعو -ح 1 ل عر امن (8 «2١‏ ةعع5 - 1 + 2 11مخ (7 


8( 517 )4 + 8( - 51: 4 205 8 + 205 4+ 8 


9١ 205 )24 + 8( - 205 4 ©0605 8 + 5111 4 58 


مثال : جد مشتقة ما يأتي : 





مشتقة داخل الجذر 1 05© 


- 1 21/5111 
8 الدليك رون ررد | ( دليل الجدر) 


0 2»05). 2 :ةد 2 - ()] ج 102 ««ؤو) ح عن ,زد ع (م2)/ (2 





- ()/ ج ع :وا - )مر (1 


( 5م») عد 05» + (< :11و -) :2« :511و - (د) [ ج 2ن 205 2 :51 - (2)/ (3 
(20) 205 ع عر كورزى اير “ووم دح ير أووحم لد عر نزو - 


د ترمغ ع 1 - (1 + رتسمعغ) - 1 عر 0 هو - (20)] ج نر - نم 1جوع ع (2د) [ (4 
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المشتقنات ذات الرتب العليا 


7 01 , 
اذا كانت (7)/ر - 77[ دالة قابلة للاشتقاق فإن مشتقتها الاولى هي (13)/ - - - 7[ وهي دالة جديدة والدالة 
- 2 0 
الجديدة (7)/ اذا توافرت فيها شروط الاشتقاق فإن مشتقتها دالة تمثل المشتقة الثانية ويرمز لها (7)/ - 2 


4 
وهذه الاخيرة أيضا دالة جديدة واذا توافرت فيها شروط الاشتقاق فإن مشتقتها تسمى المشتقة الثالثة ويرمز لها 


_ 
_ 
_- 


7 [03 

() / - د - 17 وهكذا يمكن ايجاد مشتقات متتالية وبدءا من المشتقة الثانية ويطلق على هذه ال مشتقات بالمشتقات 

121000 5 0 : 
العليا . وتكتب المشتقاة من الرتبة 17 كما يلي : (:2) ل" / 2-2 - 17007 حيث 11 عدد صحيح موجب 
ملاحظات عامة : 
اذا كانت [(3)/ - 5] حيث (5) تمثل ازاحة الجسم عند اي زمن (8)لذا فإن : 

1 05 رك هوهو هه م .هه إث هه ٠‏ هه ٠ ٠‏ 
-١‏ (4)/ - 0 المشتقنة الأولى وهي تمثل السرعة اللحظية للجسم ويرمز لها بالرمز (17) . 


7 و0 
-١‏ (6)/ - 2 المشتقة الثانية وهي تمثل التعجيل للجسم (معدل تغيير السرعة) ويرمز لها بالرمز (9) . 
ءِ غ0 
- (غ) /ر - ب المشتقة الثالثة وهي تمثل معدل التغير الزمني للتعجيل . 
المشتقة الضمنية 


ميء 0107 
اذا كانت (3)/ - 7 دالة بدلالة 72 فعند اشتقاق معادلة بدلالة 72 و77 بالنسبة الى 7 نضيخ /[أو 7 بعد كل 
: : بالنس 0 


مشتقة لل 7[ وتستخدم المشتقة الضمنية عندما يكون قيمة اس 7 أكبر من واحد كما ياتي : 


1 00ظ . بوك0 
مثال : اذا كانت 005236 - ( فجد يون 
الجل : 
2 
+ 4- ح (2). 205213 2- دده 29 رزو 2 - 47 
01 011 
2 16 4237 0ه 
16 - حل جح ابر2 وزو 8 - حل 
14ل 01 


1 5 ' 0 0 
متال :اذا كانت 1 -ح 222 + 072 فأثيت أن 0 -002+1 بد 
. 011 011 

الحل : نشتق العلاقة المعطاة اشتقاقا ضمنيا بالنسبة الى 1 


2 +[ 0 - 20 + 2 بر 
ودس 4905) ر 42 اه 47 42 ل 47 
1-0+ ) +22 برج -2+1. 2+ ج ةبرج 0د وب در 


01 


مثال : لتكن 0 - 13 - 2077 حيث 0 + 37, 0 + 2 فجد المشتقة الثانية . 
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----52 ت وات ويد 2 
0 ع برع م *« جح 0 - 0 201 





'2- 01 027 01 047 027 01 017 0217 
- وج 2-0 22م 2-2-0 ويه 0-2-0 2 
1 7 01 ان ا سن 0 ( 0 
مثال : اذا كانت 51143 - 22 2084© حت 7[ اثبت ان 0843© 4 ح “بر 
الحل : 21 -ح 7و جح ير نزو در “ومح ع رو 


/ 


205 4- ح (2). 212 05 2- - “بن جح 511122 2- ح (2). 511122 - ح “نل 
مثال : جد "'”77 للدائة 1 +32 + تمر 2 + ”مر ع (مد) ر 
الحل : 
3 + 2ر6 + 4عر5 - وو 
ج12 + 20:3 ح و 
2 + 602:2 ح “بر 
1 -ح "لق 
١‏ ع مل ٠‏ 2. 01 
مثال : اذا كانت :511173 - 7[ اثبت ان 12511143 - 1637 يق 
الحل : 
“وعد «ذوى] ح برو جدبركوزى -ح بر 


01 
[ 2 05 ]. 7[ 511 ]4 فت 


01 
2 

(2وم». 22و12 ).دوم ) + (د«ؤة5ى-).2[7 511 ]4 - 0 
2 

“2054© 511123 12 ل من 453114 - 5 

02 

0 - 4511141: 12 (1 511122( 

02 

مد 125 - عر 5111 12 ل عر 14 4.5- 0 

0/2 

14 12 دعر 5114 16- - 00 

2 0 ك0 2ه 0-١‏ 4ع ك0 1 
-ح- 16177 + ح ج نر 21 12 -22 :165111 ؛ 


مثال : جد 77 للدوال الاتية : 


(3 + ع + 2ر2 ) ومح (1 + +42) -ح برد (3 + ع + 2ع 2) «دزى - (82)ثرر (1 
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26 5 0 - 'نو ج يرول1ام» - 12)]/ (2 


2 ا ا 
560-07 2 - رز د - (36) كر (3 
511 :1 03خ ع عر عمو . يدوم» ع (:دادأو-) . 2 انم + رثنو . دوم ع '( + 10111 20512 - (2) / (4 
مثال : جد 77 للدوال الاتية : 
» اذا كانت الدالة مرفوعة لقوة نضع القوة خارج القوس 2١(‏ + 37 + #برع) 5123 -ح (#6)ير (1 


3 / 
الكبير ثم نشتق الدالة حسب الدالة القوسية [(2 + ع«3 + 2يوعر ) «زى] - (2) رز 


(3 + 2 ) (2 + مزق + تيو ) ووه “[(2 + و3 + توم ) «ماى] 3 - (2) '/ 


2( ])( - 5مء] 4- - “بر ج ” [2غاوم] - 0)/ جد 2ر4-ومء‎ 21 7.) 2  517132( 
مشتقة الزاوية‎ 
3( ])2( - لهم - )رد رتوو‎ 


( 2# ) 122 :01خ 22 ععى) | 3[تمدءمى] 2 2 ح (د) ”زر 


مشتقة الزاوية 
مثال : جد 77 للدوال الاتية : 
"3 + 22 - [(127)1 + اتومد] بزع 0605© ج :و3 + 2 ح (جوعع)::غ5 (1 
"3 + 22 ع 27 0605© 7و + 237 05© 27 
27 6205 22-37 ع 'تو3 - 27 2605© “وعد 


221-1705 7 


ع 'بز + 27 205 ,1 -ع22 - (3 -(2 2205 ) “نو 











20-3 2605 
ع + 2[ 2 -1/40112 (2 
برطعبوو 
م2 - / / _ مر عع ربو 
407 - بز كح 1ر4 -1 1|011 1 +1 400 . ييريج 2 


حل تمارين (1 - 3) 


2 > ع 7 _ عد - 1/2 - 7[ (3 
0-3 - 2 2- - (1-). 202-72 - 2 جه 5( - 2) - 
0 2 0 5-0 2 2ل الي ا 


1 0 
بغ بل).2-م -2 02 


42 - 2 
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مة ١‏ 2 موحد 





2-1 2 
2ع بر (,) حج - بررط 
2 _ 4# __ 2-2-2 __(1) .(-2)-(1-). ر 2 _ 01 
(2 + 2) 4 2+2 260200020 20002 22-14 دك 
8 02 


3م + 02 - (1).* (+2) 8 - وين 


2 ع 2 , 0 # 7ن , 0 ع 5 + 7و4 - بود2 0ك 


40-1م _- شح 5 اا 
(4 -22) 5 و 5- - (4 -22) رو 


4 -2) 10 - 2. 40-5 -ع2) 5 - 








7 
-- _ _-3 40 
0 20 )22-- 4( 3.2 - 2 


س2 : جد (:3) / لكل مما يأتي : 


3 > مر 7 2 - 1/6 4 - (2) / (3 
77 - 4)6- - (2-). 2-2 - 6) (2) 4 - )زر جد 22 -6) 4 - © / 
7 - 4)6- - (2-). 20 06( 9 -)4- - 60 / 


2- 5 3-1 َ 
1 ع 2 (م2 - 12)6- -ح (2-). 2 (خ2 - 6) 6 ح (هيد)/ر 
6-2 





12  _ -12_ -12 _ -12 _ 3 
/)1( - . لسك‎ 








ل 7 222 7م 6-202 
51121 ع (2) /ر رط 
0 2ج1- ح (1). 51111:1ج1 - )1 7116 05© 12 ح (12) . :223 205 ع (مد) زر 
1 و0» تج - (ه) مررر وو 2ج - (هن) ]/ 
تم - (1-) قم - (1) مومع 3 - (4)/ 
2 > ع«د, م - 68)/ 0 
2-- 2) 3 - (1-). 7-2 - 3)02- - )م جح 71( - 2) 3 - (2) / 
0-3 - 2) 6 - (1-)., 3-م, - 6)2- - )/ 





0 - 7-4 - 2) 18 - (1-)4- - 2) 18- - ()م 
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18 2 
0 
س3 : اذا كانت 3 031 - 7[ فبرهن ان (372 + 1) 237 ا حيث 27 © لتقت م 
الجل : 
2 053 ._ 2 01 
2 5664 0111 2 - 101132 :23 562[.566] 2 0 ج “إبرع ع5 | 00 
2 2 و02 
( “بد + 1) 237 ع (2 2011 + 1 :1011 2 درق 
س4/ اذا كانت 254113 - /[ فيرهن ان . 0 ح #زرومح 4 + بر - (4ارر 
الجل : 
2 ل بزووع بر - 20 ج (1) 1ك + برووع . جر الك 
01 01 
/ ِ 021 
051 2 + 51111 12 - ع 52و20 + (1). 051 + (5:2-) . ع2 0 
: , 1 1 03 
711 - 51111 - 2052 2- - 511132 2 - (1-) 51113 + 0051 ع2 - 0 
5 بوكل 
1 2 -:2051© - (1-) . :2052© -ل+ (511113-)2- 0 
/ بوك0 
+5 4 -511132 3 - 2051© 2 -:052© - 0513 -51113 2 - 0 


2.5.11 - 0 -ح يروم 4 + ع«نتأو عد - 0512© 4 -1:2اوا< جح يروم 4 + بز - لكارر ح ل . 5 . رآ 


المحادلات المرتبطة بالزمن (المعادلات الزمنية) 

اذا وجد اكثر من متغير بحيث تتوقف كل من هذه المتغيرات على متغير واحد ومثاله الزمن فتتغير كل المتغيرات تبعا 
لتغيره حيث هنا يكون الاشتقاق دائما بالنسبة للزمن (8)/ - 2 , (0)4© ح 37 » فمنها المتغيرات [ , 1 متغيرين تابعين 
كل منهما مرتبط بالمتغير المستقل (6) . 
ولحل اي سؤال يتعلق بال معادلات المرتبطة بالزمن نتبع مما يأتي : 

-١‏ نرسم مخطط (اذا احتجنا اليه) ونحدد المتغيرات والثوابت ونضع لها رموز ونحدد العلاقة الرئيسية 4 حل 

السؤال وحسب السؤال (حجم ؛ مساحة ؛ مسافة » ...) . 

؟ - اذا كان 2 السؤال اكثر من متغير نحاول ايجاد علاقة اخرى بين المتغيرات . 

“'- نشتق الطرفين بالنسبة للزمن 1 . 

؛:- نعوض معطيات السؤال من المتغيرات 2 المشتقة . 
مثال : مرشح مخروطي قاعدته افقنية ورأسه للاسفل ارتفاعه يساوي 0111 24 وطول قطر قاعدته 1171© 16 
يصب فيه سائل بمعدل 501123/5 بينما يترسب من السائل بمعدل 113/5© 1 جد معدل تغير عمق السائل 2 


اللحظة التي يكون فيها عمق السائل 1171© 142 . 
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الجل : 16 


نفرض نصف القطر القناعدة ح :1 
نفرض حجم السائل - 17 
نفرض ارتفاع السائل ح 1/ 









4 م75-8-2514 2 
(01 ...8د رج ددع ج مر حم - 10110 نستخدم ظل الزا 0 
)2( حار 
نعوض معادلة )١(‏ 2# معادلة (") 
لك )م ل - 2 ج تررم ل د ب ج 0211 0ج د ان 
011 27 011 3 
07 1 7ك 
3... - 
3 77 9 06 
9 0 5 3 0 
معدل تغير حجم السائل 4 المخروط - معدل الصب - معدل التسرب 5/ ص 4 - 1 - 5 ددني 
نعوض معدل تغير الحجم 4# معادلة (3) 
1 (4()9) 02 ١1ل‏ 1 
كك --ج--12(2)ج- - 4 
ا ا ل ل 


مثال : لتكن 11 نقطة متحركة على منحني القطع المكاء 417 - 775 بحيث يكون معدل ابتعادها عن النقطة (7,0) 
يساوي 111111]/5 2 .0 جد معدل التغير الزمني للاحداثي السيني للنقطة 11 عندما يكون 4 - 23 . وزاري 1١1١7/دا‏ 
الحل : لتكن النقطة (737,) 111 3 للقطع المكاؤء 
لتكن النقطة (0 , 7) لا 
5 المسافة بين 11 , ل[ 





7 - ج7) + 2104 - ج2) /. - وى 


بوجحم - وجوج - ١‏ 
1 
7 مل 102 - 222ر) - 49 +102 - يرول - عر4 + 49 + ج14 - 2يرل. - 5 


011 21-0 كك 011 (10 497-152 + 2 1 كك 
04 49 1021 قر2 غ0 عل0' م 5 ا 
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ههه ١‏ مسصحد 


يدك :1 2- 2- :01 0-(2)4 
22 يفوي تت #وخدة؟ آذ - - حدعد ست 5 - طكتكتتكتتكٍِ_ 
15 0 06 “2 سياد 4 0010 7 0 00125 4 ' 49+(27/)4(2-10)4 - 


مثال : خزان مملوء بالماء على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة طولها 2172 يتسرب منه الماء 

بمعدل 4123/11 .0 جد معدل تغير انخفاض الماء 4 الخزان عند أي زمن 8 . وزاري ١١1١”/دا1ا‏ #١١٠/د؟‏ 

الحل : نفرض حجم الماء بك الخزان د اي زمن ]1 - 17 
نفرض ارتفاع الماء 4 الخزان 4 اي زمن ) ح- /١‏ 


نفرض مساحة القاعدة - [/ 










2-7 





011 
1 معدل انخفاض الماء 2 الخزان وهو المطلوب 
ل ان الماء يأخذ شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة . 
0 


(الاشارة السالبة تعني نقصان) تسرب 0.4- 0ه 


27 ح و((2()2) -ع 7 جح و[ - 


7 0.1- 8 هك اند 7 - 0.4- 
4 01 01 
معدل تغير انخفاض الماء ل الخزان - 7 1 .0 
مثال : صفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها تساوي 9660127 يتمدد طولها بمعدل 112/5© 2 بحيث تبقى 
مساحتها ثابتة جد معدل النقصان 4 عرضها وذلك عندما يكون عرضها 0101© 8 . وزاري 7١١5‏ /ر د" 7١١١‏ /د؟ 


الجل : 

نفرض طول المستطيل ب اي زمن 1 - 1 

نفرض عرض المستطيل 2 اي زمن 1 - '[ 7 
011 

005 تن معدل التغير بالطول 


417 0 , 
00 معدل تغير العحرض 


06 
2 - سح ح- يرج (8) + - 96 ج (1)..... برع - 96 ج (#رزير ح- 4 العلاقة 


نشتق طرخ معادلة )١(‏ بالنسبة الى 6 


0 00 1 


4 6 01 01 
1/5 لسلس ح لد ح- فك هك 


4 
معدل التناقص ل عرض ال مستطيل - لات 
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مثال : سلم طوئه 172 10 يستند طرفه الاسفل على ارض اففية وطرفه العلوي على حائط راسي فإذا انزلق 
الطرف الاسفل مبتعدا عن الحائط بمعدل 2172/5 عندما يكون الطرف الاسفل على بعد 172 8 عن الحائط 


حل : 
)١‏ معدل انزلاق الطرف العلوي )١‏ سرعة تغيرالزاوية بين السلم والارض . وزاري 5١١٠/د”‏ ؟5١٠١٠/دا‏ 
الجل : نفرضص عند ابه لحظه 
د 1 
بعد الطرف الاسفل عن الحائتط هو - :1 1 
بعد الطرف الاعلى عن الارض هو -ح 37 
قياس الزاوية بين السلم والارض 2 -ع 0 1 ارض 


معدل تغير بعد الطرف الاسفل عن الحائط | 2 0 


6 ح برج 8 عدم | 36 - 2ربسر ج 100 ح 2ب + 64 ج 100 - ثرو + 2د (1 
نشتق الطرفين 100 ح 2بو + 1:2 


2- -122 بج 2-0 12 +32 ج 2-0 (2)6 + (2)8()2 جه 2-0 برج + 212 





8- _ ترك 
006 شك لك لد 
3 6ك 
8 
معدل انزلاق الطرف العلوي - 111/5 و 
3 المجاور 017 1 

55598 ا ال الل ين 65 ج 7 - 01 (2 
لل ا ااا 10 0 الك 
تعدنث انق |9 ع من | اد كد ح 

ومن تعويض القيم [8 - برآ /5- - 42 00 
عة تغير الزاوية بين السلم والارض 5 /1:001 1 )> 6 
سرعة تغير الزاوية بين السلم والارض 3ص 1013/7 غ104 


مثال : نقطة تتحرك على الدائرة 0 - 3 + بر6 - 2ر4 + 72و + 22 فاذا كان معدل تغير الاحداثي السيني 
لها 36172/566 عند النقطة ([7)1,2 جد معدل التغير/4 الاحداثي الصادي عند نفس النقطة . 


الجل : 
و ل ل 
6 سس 4 + م 217 + 02 23 ج 0 - 3 + بزة - بده + “+ 2 
)0 01 
2-9 ,| هو-52 , (1,2 
0 0 2 ,1)م 
01 01 0 
2712-62-6 يبوج 2-6 6 - رقعه + 2 (2)2 + 20137 
0 0 0 
01 
18-22-06 
0 
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17_01 
ا ج20 - 18 


مثال : مكعب صلد طول حرفه 0111 8 مغطى بطبقة من الجليد بحيث شكله يبقى مكعب ؛ فإذا بدا الجليد 
بالذوبان بمعدل 5/ 1183© 6 فجد معدل النقصان بسمك الجليد 4 اللحظة التي يكون فيها هذا السمك - 161171 
الجل : ا 
نفرض سمك الجليد ذ اي زمن ) - 26 
نفرض حجم الجليد د اي زمن 1 - 17 


01 
عع حب ل مها [0/0[.523م6- -7 


حجم الجليد - حجم المكعب المغطى بالجليد - حجم المكعب الااصلي 


لظ تتم تتم تينظ اتتيتة اتة اعم اعذة ‏ 





نشتق بالنسبة للزمن ‏ +(8) - *(2 + 8) حا 


و00 1 جه )200 +6)8- 6 بج 0 - 2 + 308 2 


1- 011 
5 لد د د 
21100 04 


معدل النقصان بي سمك الجليد - 0.016111/5 


حل تمارين (2 - 3) 
س1 : سلم يستند طرفه الاسفل على ارض افقية وطرفه الاعلى على حائط رأسي فاذا انزلق الطرف الاسفل مبتعدا 
1" 
عن الحائط بمعدل 2111/5 فجد معدل انزلاق الطرف العلوي عندما يكون قياس الزاوية بين السلم والارض تساوي ‏ . 





الجل : 
7 ا 
فشتق. بالتسبة لنزمن + رو + شير ح 2ج 
6 رج + يرج - 0 
5 35523 عن 2 

نعوض 4# معادلة )١(‏ 7 0/3 - برج - - 0/3 ج ‏ - د 1رمع ج - - 011 

01 
م 2 1ح م 21/3 + (2)2 

01 

2- 2 41- 011 )0 )0 
5 د سح - 2 ج و4- - 2 ,ز 20/3 ج 0 - 2 :1 20/3 + :41 
1 13 2/3 06 01 


٠ 151537751117151‏ 17 1 اال 


س2 : عمود طوئه 1311 7.2 4 نهايته مصباح يتحرك رجل طوله 177 1.8 مبتعدا عن العمود وبسرعة 
71 30 جد معدل تغير طول ظل الرجل ٠.‏ وزاري“١١٠/‏ دا 


الجل : 
نفرض بعد الرجل عن العمود - 2 701 
نفرض طول ظل الرجل - ([ 18 
من استعمال (4011) اومن تشايه المثلثين نحصل على 1 5 
261-07 
ليث المثلث ١‏ 0 ح- © 4011 
لكبير 2647 0 


5000 1.8 
لك المثلث الصغير 5 عن ع 








1 4 1 71 
بساح جه مد جع 
0 2631-7 1 7-+1 26 
نشتق بدلالة ] 2 ح بو3 جح رو لد عر ح 43 
01 )01 
معدل تغيير طول ظل الرجل ‏ 171/171411 10 - - 2 ب 0 - 2 3 جد 22 د 22 


س3 : لتكن 10 نقفطة تتحرك على القطع المكاؤؤء 22 -ح 7[ جد احداثي النقطة /1 عندما يكون المعدل الزمني 
: 3 
لأيتعادها عن النقطة ), 0) يساوي ثلثي المعدل الزمني لتغير الاحداثي الصادي للنقطة 1/1 . وزاري 1١١٠/د؟‏ 
الجل : 
1 207 

لتكن النقطة (37, 3) 1/14 3 للقطع المكاؤاء 2-2 المعدل الزمني لتغيرالاحداثي الصادي للنقطة /[ 

3 
لتكن النقطة (-, )لم 


المسافة بين ١[‏ , 1[ 


7 - :3 ) + 2102 - ج:د) /. - 11 هار 





جم ١‏ 2 متجعحكد 


0 0 0 
05 2 2 2 017 _ 2 2207-1 2 )07-1( 


جح سداد ا 7 الح[ *#آ[آ[#*#*#*#ذ11#ك 
3 01 +30 011 

27 ح شرو 2 + نوه - 072) 2 3 برد - 2ر2 
بتربيع الطرفين (1 - :3 - 5 + برج - قير 2 


(1 +بر2 - تبر )و - 5 + برج - 42 
0 - 9-9ب+برو18 + بورق - 2بوو9 - 2ر4 جح و + بو18 - 2بو9 ع و + بورق - 472 
- بو2- #يرج (5- )+ |0 -:ن10 + #بور5-] 


- 
3 
ى إحل 


0 > (2 - )1 
تهمل (0,0) 0 -ع ج 0( -ح 17 أما 
٠. 780) 70/2,2(‏ 02 ح يج ججح 2 ح بز أو 


س4: جد النقطة التي تنتمي للدائرة 108 ح :و8 - م4 + 372 + 22 والتي عندها يكون المعدل الزمني 
لتغير 2 يساوي المعدل الزمني لتغير 7 بالنسبة للزمن] . وزاري 53١1١1‏ ادم 


الجل : 
0017 03 
01 0464 
العلاقة المحطاة ‏ (1).......... 108 -7و 8‏ جر4 ب بو + شير 
نعوض بدل كل 22 ب 57 42-2 +212 +2222 
01 01 01 01 
0 ح- (ز8 - 4 + برج + :2 ) 2 ,0 220 ه - 40 + 0 


01 01 01 01 


2 + |0 ع 4 -و2 +ع2]| ج 0 ع 8 - 4 + ,و2 + ع2 ج 0 - 0 


نعوضها 4 معادلة الدائرة معادلة ([1) (2.....)2 -2 ع مر ج 0 - 2 - رج + عر 


8 - 2 - 2 ) 8 - بر4 + 2م - 2) + غير 

0 - 108 - 2ر8 + 16 - يرك + شر + مر4 - 4 + شير 

0 ع (6 -:*«) (10 +غ©) ج 0 - 60 - ع4 + شر جح 2 + | 0 - 120 -82 + 2122| 
نعوضها 4 (2) 10- -2- اما 


(10,12-) هج 12 -10 + 2 - بر 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


نعوضها 2 (2) 6 تع« أو 

(4-,6) ج 4- - 6 - 2 - بر 

“. النقطتان هما ( 4- ,6 ) , ( 12 , 10-) 

س5 ؛: متوازي سطوح مستطيلة ابعاده تتغير بحيث تبقى قاعدته مربعة الشكل » يزداد طول ضلع القناعدة 
بمعدل (7373/5© 0.3) وارتفاعه يتناقص بمعدل (7123/5© 0.5) جد معدل تغير الحجم عندما يكون طول 


القاعدة 0112 4 والارتفاع 1118© 3 . 
8 01 
الحل /) نفرض طول القناعدة ل اي زمن + - :1 3 2 


01 
نفرض الحجم لي اي زمن ]) - 17 


.. الحجم - الطول ا العرض « الارتفاع 





بو “مر حار 
0 2 مر - مه 
0 .07 1 0 37 وى 
01 
(3()2()4)0.3) + (0.5-). 402 0 3 


2 16.)-0.5( + 7,2 - -8 + 7,2 - -0.8 5 


حلول الاسئلة الوزارية حول المعادلات المرتبطة 


سؤال وزاري /5٠١9‏ دا : طريقان متعامدان يلتقيان 4 110 . تتحركت سيارتان من نقطة 11 كل منهما 4 طريق 
وكان معدل سرعة السيارة الاوئى 1211/11 80 ومعدل سرعة السيارة الثانية 1211/1 60 . جد معدل الابتعاد 


وباس ١‏ سبد 2 / 
011 01 02 
ته 5-5 7- _ 
الحل / 1/111١‏ 80 7 لاتتدد1/ 60 1# 
المسافة التي قطعتها السيارة الاولى بعد ربع ساعة ح ا 80 - 111]/ 20 9 
1 
المسافة التي قطعتها السيارة الثانية بعد ربع ساعة - - ا 60 -ح 678/ 15 4 
111 


اسيعة امن - تساف 
96 


5 - 7ز, 20 - 2 فيثاغورس 1/2 + ير - 2ج 


د 


5 -7 جح 625 - 2ج جح 625 - 225 + 400 - 15(45) + 20(5) -2ج 
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تسمه ١‏ معد 


5 0 01 5 07 5 
1 2 ع تك 
)0 01 02 


ا ل و0 


07 
25  - 20 )80( + 15 )60( 


7 
02 _ 2500 


/ 100 - 0-0-7 ج 2500 - - 25 ج 900 + 1600 - - 25 


سؤال وزاري /٠٠١9‏ د؟: 00101010 كان تتحرك الطرف الاسغل للسلم 


فيتمك! عن اليحاكطك نهدل 5 4 . جد معدل أنزلاق الطرف الاعلى للسلم عن الارض 2 اللحظة التي يكون 
فيها الطرف الاسفل على بعد 5171 من الحائط . 


نظ عبياك 
الجل : 17115 ل إن يل 
4 ح- #ربر + 169 ح #بر + 25 جه 169 ح ثرو + شير 130 
1227 ح 7 .. ا 
-- [2-0 بره 212 
2 
6 -122 +(4) 5 جه 2-0 بر +ع 


0 -2 12 جه 2-0 12 + 20 
01 01 

5ذ- 77م 20- 0177 

و عق 12 067 

سؤال وزاري ١1995‏ / د١:‏ جد نقنطة على الدائرة التي معادلتها 4 - 4 - 12 + 22 يكون عندها معدل 

إزدياد 7[ مساويا لمعدل إزدياد ]3 . 


:دك _ 087 
الحل : 4 6ك 
(1)........ 4 عدعر4 - شريو ل قير 
زيزيع 26 ب 2 -425 - 2 2 +212 
5 ل 01 3100 5 
0 وال" ل 5 
نعوض 4# معادلة )١(‏ (2).......... 2-36 ح بر ج 0 - 2 بر +2 .. 


4 دعر4 - تير دعر4 -4 بدثع جه 4 دعر4 - 7,2 - 2) + غعر 
0 ع (4 -جا)ع + 0 :42 - شر جه 2 ج |0 -2ز8 -212 


النقطة (2 , 0) 2 -< 77ج 2-0 - نز جه 0 عدر 6111617 
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م ١‏ 2 موحد 


النقطة (2-, 4) 2- -<2 جه 4 - 2 - بر د 4 ع عر جد 0 - 4 -2 :01 
سؤال وزاري /١991‏ دا: سيارة تسير بسرعة (111/5 30) أجتازت أشارة مرورية حمراء إرتفاعها (111 3) عن 
سطح الارض وبعد أن أبتعدت عنها مسافة (372 31/3) أصطدمت بسيارة أخرى نتيجة عدم الالتزام بقوانين 


المرور جد سرعة تغير المسافة بين السيارة والاشارة الضوتيهة . 


الحل : 312 31/3 -ح 7[ , 0171/5 2 ٠‏ 52 
9 + شر ع كبر 4 
9 + 2م - 27 ج و + تر - (3073) 
2 ديع ج 18 -2عر 527 3 


221 يرج ب كه 
2 [ 2 عد - 0 2187] 


3012 01 01 
2121/5 ماه ا ب + (302)30 - 3/357 


440013 0 
سؤال وزاري 7٠٠١‏ / د؟: اسطوانة دائرية قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل (111/5© 5 .0) بحيث يظل حجهها 
دائما مساويا (1123© 32076) جد معدل تغير نصف قطر القاعدة عندما يكون الارتفاع 12© 5 . 


الجل : 
011 3 011 


5 0.5 تي , 71 320158 ع 7و 7 عد ,| 2111© 5 ح م 


46 
العلاقة 27م - 1320ج 7[ 2مرج ح ج3207 ج [[ مزج ح ور 


7 8 ح راج 64 - 2م جه 7:2 (5) - 320 ج 5 حار( 





شق 
5 رج مر 2242 - من ج ,ر2.ر - 320 
011 011 


011 
0 - 64.)0.5(+ 5 . 016. 


2 _2ق- _ هي وى 4 وى 
60/5 وي - وج وق ع0 


س وزاري 3٠١1١8‏ / دا : يراد ملىْ خزان على شكل مخروط دائري قائم رأسه الى الاسفل » طول نصف قطر 
قاعدته يساوي (112 5) والارتفاع يساوي (772 10) » فاذا كان معدل ملي الماء 111111/ 7723 2 ,2 جد سرعة 
ارتفاع الماء عندما يكون ارتفاع الماء يساوي (312 6) . 

الحل : 

نفرض نصف قطر المخروط  -‏ 17 

نفرض الارتفاع - 1/ 

نفرض الحجم - 177 
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مثال : قطعة معدنية على شكل قطع ناقص بمساحة ثابتة تساوي (76 60) وحدة مربعة فإذا أزداد طول 
محوره الاصغر بمعدل (0.2) وحدة طول / دقيقة فجد معدل النقصان 4 طول محوره الاكبر عندما يكون 
طول محوره الاصغر (17) وحدة طول . 

الحل : 

نفرض طول ا محور الاكبر - 201 

نفرض طول ال محور الاصغر - 21 

العلاقة هي قانون المساحة للقطع الناقص 08517 - / 


له 46 د 1 نك 5 و ع كك يو تمد 
نشتق العلاقة أعلاه (1) 0 35 71518 0 درن التغير بالمساحة 0 - - لأنها ثابتة 
6 - م ج 12 - 2 

نعوض لي )١(‏ 0 - 72 - ه ج (, 6) ه - 60 جه 1 - 4 

حشدع ةك ب هه هب اكد 0 كا 

3 62م لعل 0 عل " جا ل 7 


. ْ 1 
. معدل النقصان ‏ طول محوره الأكبر - ير وحدة طول / دقيقة 
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ميرهننا رول والقيمة المتوسطه 
6-/ 






مبرهنة رول (016111 1126 5 '©1*01]1) 


اذا كانت الدالة كر 
)١‏ مستمرة 4 الفترة المغلقة [8 , 0] 


؟) قابلة للاشتقاق 4 الفترة المفتوحة (5, 0) 520 


؟) (4ه) /, - رط) / 
فإنه يوجد على الافل قيمة واحدة 0 تنتمي الى (,3) وتتحقق 0 - (©) / 


ملاحظات : )١‏ هذه النظرية تعني هندسيا وجود نقطة واحدة على الاقل تنتمي للمنحني وتكون موازية لحور السينات 
؟) عند عدم توفر أحد الشروط الثلاثة فإن مبرهنة رول لا تنطبق . 
مثال : بين هل أن مبرهنة رول تتحقق لكل من الدوال التالية ثم جد قيمة 0 الممكنة : 
[0,4] ع , * - 2) - (#) /ر ره 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على الفترة [4 , 0]| لأنها كثيرة حدود 
؟) الداثة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (4 , 0) لأنها كثيرة حدود 


؟) نجد (0) / , (4) / 
4 - *(2-) - *(4 - 2) - (4) , , 4 - *(0 -2) - (0) / 


الدالة ث//م تحقق مبرهنة رول ضمن الفترة المعطاة 
-2)2- - (1-)20 - 2) 2 - مت زر 


-2) 2- دح ن)ر 


. (4) / ع (0) / 


2 + [2)2-6-0- 
(0,4) ع 2-م..جه 0-دع-2 


[11-]ع »ع« , ةثج 6ر3 + ع9 ح (ع) /ر زط 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الفترة| 1 , 1-]| لأنها كثيرة حدود 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (1 , 1-) لأنها كثيرة حدود 
؟) نجد (1)/ , (1-)/ 
5 -1 +9+3 - 1(3-) -30-1(5 +(90-1 -(0-1) /ر 


١ 175377511177111‏ 1171ل 








11 -9+3-1 - 1(3) - 3)1(5 +(9)1 - (1) /ر 


(1)/ ع (1-) ثر الدالة 6لا تحقق مبرهنة رول لأن الشرط الثالث لم يتحقق 


[1,2-] ع ع« 2+1ج  )‏ 
[1-,4-]ع » 2 -42790 


الحل : مجال الدالة - [|4,2-] 
1 -2 -1 + 1(5-) - (1 + 22) نذا 
17-جننر 


دآ 7 دآ ُ. وآ 2 1 2 1 111 


“لاصجد ير 
“.الدالة غير مستمرة لأن الغاية غير موجودة عند 1- - 2 وهو الحد الفاصل للفترة 


“.الدالة ثر لا نتحقنق مبرهنة رول 


[ط, ه©] »© «در عط ع (2«) رو (0 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الفترة [5, 3] لأنها دالة ثابتة . 
") الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة ( , 3) لأنها كثيرة الحدود . 
)| *# -ح (ط) / ح رم) /ر , # ع (ط)/ , #- (م)ر 


“. الدالة نتحقق شروط مبرهنة رول وإن قيمة © يمكن أن تكون اي قيمة ضمن الفترة (5, 32) . 


مثال : بين أن هذه الدوال لا نتحقق مبرهنة رول : 


[5, 0] © يد, 9--22/د ع (2) ث/ر (1 


الحل : )١‏ الدالة غير مستمرة على [5 , 0] لأن الدالة غير معرفة . 
") الدالة غير قابلة للاشتقاق على (5 , 0) لأنها غير معرفة عند 3 - 2 . 


“. الدالة لا تحقق مبرهنة رول 


[13-] ع 2 , 





32 
21-4 


- () /ر (2 


الحل : )١‏ الدالة غير مستمرة عند 2 - 272 لأنها غير معرفة » [3, 1-] © 2 
") الدالة غير قابلة للاشتقان لأنها غير معرفة عند 2 - 2 . 


“. الدالة لا تحقق مبرهنة رول 


[1,5-]ع 2 , 4 جرلا - (2<#) كر (3 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على [5, 1-] 


4 _اعدادية التورة للبنين ابل 1 0770705007 _____< 





") الداثئة غير قابلة للاشتقاق على (5 , 1-) لأنها غير معرفة عند 4 - 1 


“. الدالة لا نتحقق مبرهنة رول 

ملاحظة : الدالة المطلقة دائما مستمرة على اي فترة » ولكنها غير قابلة للاشتقاق عند 3 التي تجعل الدالة - 0 . 
5 71 7- 5 5 5 1 1 

مثال : هل أن الدالة - 31 2 , 0522© - ()/ نتحقق شروط مبرهنة رول ثم جد © إن أمكن ؟ 


20ج 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على | , 0 


ع ال 
؟) الدالة فابلة لالاشتقاق ومعرفة على - 


؟) تجد (9(,/)6)/ 0-وٌّعهء - (وّ-) 2 همه - (جّ-) | - © / 
- 2 .مه - (2) 2 - (2) / - (ط5) ر 
(ط) # - (ه) /ر 


- - (2) زر 
0 د )م جد ع 2منو2- - )زر 


12 7 

اام 0 , 0-م جه 0 ع2 ج 0 -ع261:26- 
1 1 

(2,2-) ع خم ب 1 ح 26 


مثال : جد فيمة ) للدالة التي نحقق شروط مبرهنة رول : 
الجل : 
51 +4 511232 ع (عد) ر 
0 - :ومع ح (2) زر 
0 دا ن))/ ج ع مرو 7ن ومع - )زر 


© 4011 - 1 ج © 205 + |[ ©5111 ع © 005©] ج 0 حع عن نزو - © 5م6»0 


02( 3 د 01 (0.3)ء 2د 61111 


مثال : اذا كانت الدالة [3 , 0] © 7, 1 +224 + 24 ح (12) / تحقق شروط ال مبرهنة رول جد قيمة 0 


الجل : 
'“ الدالكة نحفقق شروط ميرهنهة رول 
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66 - 1 20 + 2ج ج 1 + (3) 2 +35 -ح ]1 +20 + 2ع 





 / ره)‎ - / )3( 


0 -20-15 +2م 
0 ح- (3 - ©)(5 + م) 
غير ممكن يهمل ‏ 3 - 0 01 5- ع 0 :1111© 


متال : اذا كانت الدالة |3 , 2] ع عر | 3 
الجل : 


د - 25© ح (2) / تحقق شروط مبرهنة رول جد قيمة 0 . 


(3) , - (ر2-) / . 

0 )-2(5 - )-2(* - » )3(4 - )3( 

5 

7م - 0 ج 35 - 50 ج 40 -90 - 27 + 8 ج 27 - 90 ع 8 + 40 
مثال : جد قيمة ) التي تحقق شروط ميرهنة رول للدوال الاتية : 


[3,3-]ع #« , شع ع8 - (#«)ير (1 





الجل : 
3ر4 -ع16 -ح (من) زر 
0 - )م ج 4+3 -ع16 - ن) زر 
4 + [0 -ح ع4 -ع16] 
2 حدم جه 4 د كع :رم 0 جع مرمز[ئزم 0 - (2م - 4)م ج 0 عدا ع4 
[|1,3-]ع 232 , يم - (2) /ر (2 
الجل : 
_ فر -4+ شفع _ (20) عد -(2+4(.)1ر) _ 7 
0 - ()/ جح 62 72 0 - 0 / 


- 10+ يك - 0 
_ ٌ 2 2 كم-ه 
رك كام . ج 4 ع بع جج- 0 - عي ا 2 


تهمل 2 - ح © +01 (1,3 -) ع 2 ح © :1ج1[غ61 
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[3,5-]ع 2#ير - 5 -ح (2«) ثر (3 





ايسان + 
4- - 9- 5 - 3(4-) - 5 - (3-) / - (4) / 
4- - 10 - 6 -ح (5) 2 - 6 -ح (5) ,# ع (زط) /ر 

()] - (ه) ر . 
2 2- ح (2) زر 
0 )م جع 2- - ن) ر/ 
(35-) »© 0 حم ج 0 -ع2- 
21/2 - قيرلا - (2) /ر 5 [0,8] 22 , 2 - قير - (ي) عر (4 
الحل : 


١)الدالة‏ مستمرة على [8 , 0] لأنها معرفة 
2 2/1 


*')الدالة قايلة للاشتقاة 00 ح (7)/ لأن مقام المشتقة لا يسا ١ ١‏ 08 
| 2 |3 33 ع رار ن معام وي صفر ضمن الفترة ( ( 


؟) نجد (ط) /[, (0©) / 








0 - 21/0 - :1/)0(2 - (0) , - «م) / 
0 - 4 -4 - 217/8 -1/82 - (ه) ,ر - (() ر 


(5) , - (ه) / . 
“.الداله تحفق شروط مبرهنة رول 

26 
0 3 3]152[ 

5 2 
0 - (رع) زر 31/6 77 - ) / 
بالتكعيب ل 5 دك 
| [ ]3 [علثاق [3]1/62 [ع/]3 
١1 :‏ © 
0 (1-ه2ع)م ج 0 دم ام جدم - © جد ري -ى 


1 + -ع جه 0 -1 - ثم عبرم 0 حعح #رمرز[ؤزه 


4 _اعدادية التورة ينين ابابل 0 2 6 077207105007 _____< 





مثال : هل أن الدوال الاتية تحقق شروط مبرهنة رول ثم جد قيمة 6 الممكنة ؟ 
[2,3] ع ع« 22ب ولك ح (#عير (1 
الحل : 
3 ح برج و - دع ج 0 - ث2 و 
١)الدالة‏ مستمرة على الفترة [3 , 3-] فتكون مستمرة على الفترة الجزئية [3 , 2] 
/1- ع , 
9-2 تير و2 77 


؟) الدالة قابلة للاشتقاق على (3 , 3-) ففي هذه الحالة هي قابلة للاشتقاق على الفترة الجزئية (3 , 2) 
؟) نجد (ط) /, (0©)/ 


5لد - 2(2) - ول - (2) , - (م0) / 
(ط) ع زمار .. 7-9-0 - 3(2) - ولق - (3) , - (() / 


“. لا تحقق شروط مبرهنة رول .. لا يمكن ايجاد قيمة (©) 


[23-] ع2 , 





2 - )عر (2 
)١‏ الدالة غير مستمرة على [3 , 2-] لأنها غير معرفة عند 1 - 2 


©> )© «ه» ب« 


٠‏ الدالة لا دنحقق شروط ميرهنة رول 


24-3 


[1,3] »ع 2د 1 - (2) / (3 
)١‏ الدالة مستمرة على [3- , 1] »2 لأنه لا يوجد عدد ضمن الفترة المعطاة يجعل المقام - صفر 
*') الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (3-, 1) 
(ط)], (ه) ر 
4 1+3 
6- - 2 - 2 - (3) رك د بك - (01)ر/ 


1- 3-4 3 
. الدالة لا تحقق شروط مبرهنة رول لأن (3) ث/ر عد (1) /ر 


[3,5-ز]ع يع تير 


0 / 0 - 212 2 © )1,5( 


الجل : 
أونة : الاستمرارية لمجال الدالة هي [5 , 3-] 


1( /)1(- 4-1-4 
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4 - (2)1 - 6 - (2 - 6)سرنا حر (2 


الغايك موجودة و ح ورا : 4 - 1 - 5 - ركع - 5)سرن! ح ربل 
جح ررم 

.الدالة مستمرة عند 1 - 1 4 - (1)/ - زر دنا (3 

جح ور 

ثانيا : قابلية الاشتقاق 21- - (*) مر 2 عند 1 -28 

2- - ©2) / 
و دمج 0ح-ع2- - ) /ر 
[3,5-] ع 0 


متثال : بين هل ان مبرهنة رول تتحقق على الدوال الاتية ثم جد قيمة ) عند تحقق المبرهنة ؟ 
[27 , 0 , 5222# ح (3#2)ر (1 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [272 , 0] لأنها دالة دائرية . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (21 , 0) . 


*) نجد (212) 2 ,. (0)/ 
0 ح- (0) ةد ع (0) /ر 


0 ح- (ع27) :51 ع (ع21) / 
(2370)/ - (0) / 

. الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا نفرض (© - #) ونفرض 0 -ح (©) / 
0605© - (د)] 7ت ن يناد - () ز 


0 د20 وم ج عن ومع - )زر 


31 11 11 
(27, 0) ع م دح ”07 , (0,272) ع لضع د كم 611121 


[(5,9]) , 9-(2*) /ر(ز2 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة 4 الفترة المغلقة [9 , 5] لأنها دالة ثابتة . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحكة (5,9). 
*) نجد (9)/ , (5) / 
9و -(9)/ , 9-(05/ 


/)5( - /)9( 


“. الدالة تتحقق مبرهنة رول وان قيمة (6) يمكن ان تكون ضمن الفترة (9 , 5) 


١ 151537551117711‏ 111ل 


ههه ١‏ معد 


2 - 1/16 - (8) /ر(3 


أوسع مجال للدائة [4 , 4-] 4+ دع جح 16 - 2ج جح 0 - 2ع 16 :. 


. الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة |4 , 4-] لأنها مستمرة على المجموعات الجزئية‎ )١ 
)-4 , 4( ؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة‎ 
/ )2( , نجد (2-) ثر‎ )* 
زر‎ )2( - ./16- )2(2 - /16- 4 - 2 
,ر - (2-) ر  2 ح- 4 - 1/16 - 2(4-) - 0/16 - (2-) ر/‎ )2( 


الدالة نتحقق شروط مبرهنة رول لذا نفرض (© - 3) ونفرض 0 - - و ) / 





7 ع 7 2- م 1 
0 -(0/ جح ححتر - (6)/ جب د - مر - 080 
- 


[4 4-]ع 0-مه 0-م جه 60 د ل 
2 - 7/16 


مبرهنة القيمة المتوسطه 


اذا كانت /ر مستمرة 4 الفترة المغلقة |2 , ©]| وقابلة للاشتقاق على الغترة المفتوحة (7 , 3) فإنه يوجد على الاقل 
قيمة واحدة © تنتمي الى الفترة ( , 0) وتحقق : 
2 0 لسلا 
(ه - 6)(ع2)/ - ره) رح رط)/ أ - (0)/ 
)١‏ المماس // الوتر اي ان ميلاهما متساويان التفسير الهندسى 
اط 1 ب 
") ميل الوتر المار بالنقطتين 4,8 يساوي 110114 د د 
*) ميل المماس للمنحني عند © - المشتقة الأولى للدالة / 





((طاق 1( (وع) ] > ورا - (يع)م 


عند © اي (0)/. 
4) المماس والوتر متوازيان لذا يتساوى ميلهما اي ان 
0 - مآ 
1 7 
لإيجاد قيمة © التي تمد 14ل - (0)/ يجب توفر الشرطيين التاليين ‏ 


]6 , 2| ان تكون /ر دالة مستمرة 4 الفترة المغلقة‎ - ١ 


؟"- ان تكون / دالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2 , 0) 
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ملا حظك : 

إن مبرهنة رول هي حالة خاصة من مبرهنة القيمة المتوسطة ففي مبرهنة رول يجب توافر شرط ثالث هو 
(5)/ - (0)/ اي ان الوتر والمماس يوازيان محور السينات اي ان فرق الصادات - 0 لذا يصبح الميل - 0 فنحصل 

على 0 - ©)]/ 

مثال : جد قيمة © التي نحقق مبرهنة القيمة المتوسطة لكل من الدوال الاتية : 


وزاري 7١١7”‏ /دم [1.,7-]ع ع« رب 4 +6«#2- 2ج -ح (2) /ر (2 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة 4 الفترة |7 , 1-] لأنها كثيرة الحدود . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (7, 1-)لأنها كثيرة حدود 
6 - 22 ح (مد) رز 


ميل المماس ‏ 26-6 ح (©)/ 


11-1 _(1-)/ر-(07) / 60 له)1-(0) / 
4 2 (1-)-7 8-0 - (»)/ 





ميل الوتر 0 - 
"' ميل المماس - ميل الوتر 


(1.7-)ع 3 حم ج 6 -ع2 ج 0 - 6 -20 
[0, 4-] ع 2 , ثثج - 1/25 ح ر«)ر (ط 

الحل : '“ أوسع مجال للدالة 
[5,5-]عع« جه 5ددج جات - 25 بج ( < 2ير - 25 


]-4 , 0[ نبحث الاستمرارية 4 الفترة‎ )١ 


8[ ع 2م - 1/25 ح (ه) راجت [0, 4-] ع 0 ١”‏ 

3 - 0/9 - 16 - 1/25 - 2 - 25 بسنا - (نم/ بسنا 
-جمر -جير 

5 - 1/25 - 0 - 1/25 - “د - 1/25 يسنا ح زر وردنا 
-2 -2 


“.الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة |0 , 4-] 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق عند الفترة المفتوحة (0, 4-) 


0 


© (0, 5م 


/ 0 - 25 2 2 








اح 

وكاس ٍ -25/ه - (©)/ 0 25 /ه - ب 21/25 - 0)]/ 
1 1_ 5-3 _4-/-00) ] _ م6 -رط) / 

ميل الوتر 7 1 0 0 - (ع) زر 


1 5 5 2 -282/. -م2- لع 0 
ميل المماس - ميل الوتر بالتربيع “64 1/25 ع2 جح 0 
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5+ ددم جه 5 د ثح جح 25 - 52 جح 25 ثم 42 جح 2ع - 25 - 42 
(40-) © 5د دم مرمبزغزه 
(40-)ع ولسددعم 01 


[7, 0] ع د ,ث 5222 + 2*2 ح (ع«#)ر © 


البطل + 
)١‏ الدالة مستمرة لي الفترة المغلقة [7 , 0] لأنها دالة دائرية 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (72, 0) 
7ك الشروظط متتحققة ناخ سبرهوة القبية | لترسطة م 
ميل المماس ‏ (©) 0605© + 2 -ع (0)/ ج ير ومن + 2 - (2)]/ جح رن :زد + 22 - (د) رز 


5 _ 21 _ 0-(272+511) __ زمر -(ط6) رو 7 
ميل الوتر 2 7 2 1-0 0 1-0 0 ( 1 


1 


ميل المماس - ميل الوتر ‏ (0,72) © م5 0 - رزع) 205 ج 2 ع (»©) 205 + 2 


مثال ؛ اذا كانت 4م42 - مر ع (22) / : © ج إط , 0] : / وكانت / تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند - حا 
فجد قيمة /. وزاري 7٠١١4‏ /دا 
الحل : 

8 - 32:2 - )ع جح 2ر4 - ثير ح (ن) رز 


ع8 - 362 - )زر 


2- 16 4 2 4 م 

وان 4ه د نب - 2 - و د 89 - 39 - )1 
: 2 د مستطفصتط _ (10-<ا ] _ 00-100 / 

ميل الوتر ‏ 418 -- 877 - 9 0 0 - ) /ر 


ميل المماس - ميل الوتر 


2 -<5 ج 0 -2 -ث ج 0 - (2 -2()6 -() جه 0 -4 +45 - 55 ج 4- - 4 - 2م 


التقريب بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة (نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة) 
اذا كانت ث/ر دالة مستمرة ومعرفة على |2 , 2]| وقابلة للاشتقاق ذه (2, 3) ولو اعتبرنا (0 - 2 - 72) فان 
7 + م - لمحد 00 , 0 © 2/ فإنه بموجب مبرهنة القيمة المتوسطة نحصل على 
|[ )8+ )م - م + م)]| جه نعا/ للك - )م جه اعاراما/ -(6)/ - 0)/ 
وعندما يكون اقتراب 7 من 0 قربا كافيا ال ا ال 0 
اي ان المماس عند © سيكون مماسا للمنحني عند نقطة قريبة جدا من النقطة (0 - 3) ولذلك يصبح : 


(0)] 2 + (م) ثر > (8 + ©) ,| ويقالن ل (0) /8/ التغيير التقريبي للدالة . 





ملاحظة : لإيجاد القيمة التقريبية بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة نتبع ما يلي : 
)١‏ نفرض دالة على شكل السؤال ونختار قيمة ل 0 قريبة من القيمة المعطاة 2 السؤال بحيث تخرج (0) / مضبوطة 
ونجد (©) / 
؟) نجد قيمة 1١‏ حيث 0 - 5 - / 
؟) نجد (0) / 
؛) نطبق القانون (0) / 1 + (0) ث 2ت (1 + 6©) 6 حيث (©) ث1 هو التغيير التقريبي للدالة . 
النوع الأول : عندما تكون الدالة موجودة 4 السؤال 
مثال :اذا كان 5 + 41 + 32:2 + 5 ع (2) /ر فجد بصورة تقريبية (1.001) /ر. 
الحل : 


نفرض اقرب رقم للعدد المعحطى يسهل حسايه 1 01 


4 


تفرض 1.001 


1 -1 -1.001 ج عن م دعر 
5 + 44 + 32 + ثم -ح رم) زر 
3 - 5 +4 + 3 + 1 - (1)/ 
3 - 4 +6 + 3 -(1)/ ج 4 بعرم + 322 - () زر 
(00)] 2 + زم) رت رط+ ه) / 
(0.001()13) + 13 2 (1.001) ير ج (0.001(/20)1) + (1) ير 2 (1+0.001),/ 
73 2 (0.013) + 13 2 (1.001) / 
النوع الثاني : عندما تكون الدالة غير موجودة 2 السؤال 
مثال : جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة تقريبا مناسبا للحدد 0/26 
الحل : 
نفرض اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه ‏ 25 - 0 
نفرض 26 - / 
1 - 25 -26 -ع-0 -( ,م 
- هام جه هار - © 
1 1 


1 5 1- 1 
لك ار - 2 - (3) / 


5 - 1/25 - (25)/ ج مل - (ه)/ 
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1 1 1 1 
0 (2)5 20/25 20/06 
(00)] 2 + زم) رت رط+ ه) / 

5.1 - (1()0.1) + 5 2 (26) ير 7 (1(/)25) + (25) ير 2 (1 + 25) /ر 


1 - - (ه) زر 


مثال : اذا كانت 5 + 3/37 - (2)ر جد قيمة تقريبية للدائة (1.002 )/ 
الحل : 
نفرض 06-1 
نفرض 1.002 - 7 
2 - 1- 1.002 -ج م دعر 


5 + 1/31 حرق 

1 0 3 4 
0717 33/352 كا 
2 ح-ح 1 - 1.002 -ح/ 


2 - 8/- 5 + (3/3)1 -(0)ر 
1 1 1 _ (0)'/ 


6 4 022 3/252 
5 - 0.00050 - (0.002()0.25) ع (ه) '/! 
5 << 0.0005 + 2 2 (ه) ' )1 + (0)] 2 (8 + 0) ر 


مثال ؛: جد التغير التقريبي للمقدار ‏ 2 + 0.98(3) + 57/)0.98(3 
الجل : 
نفرض 06-1 
نفرض 0.98 - آ[ 
2 - - 1 0.98 - م-(ط عدم 
3 

1 + تير + كر - 1 + ثير + قيولأ ح بر 
2 ”, 
01+ 25 7-2 
3 2 2 3 / / 
6- 2+3 - :1(2) 3+ 1(5) ح - (0)'/ - 0 ) '/ 


2- - (3.6) 0.02- -ح (ه)/ 1 
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جم 2١‏ موحد 


متال : اسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها يساوي نصف قطر قاعدتها حجمها 12477 جد نصف قطر قاعدتها بصورة 
تفقربسيك . 


»» ي ©*» 


الجل : 
نفرض 125 - 0 
نفرض 124 -[زآ 


7 حدم 1- - 125 -124 -»0 -(5 -ح عم 


2 3 


مج ح ج1247 جح مرجع ح رو جد مل 2مرجر - م جح ,[ 2م جر ح ور 


4- م ج- 124 -1:3 
1 


00 تر 





5 - 1/125 - (125)/ - (0)ر 
١‏ 1 ا 1 5 امه - , 
3 ح- 2 - صر - (25 '[ - (ه)'/ 
73- - (1(.)0.013-) - (هم)'/ 1 
7 2 0.013 - 5 د (م) “زلا + 0)ر/ 2 (دط دمر 


ملاحظة : اذا كان المطلوب ايجاد حجم المادة او كمية المادة نكتفي بإيجاد (0) '/ /١‏ 
ثالثا : عندما يكون 2 السؤال عبارة من قانون مساحة او حجم او ما شايه ذلك 


مثال : كرة مجوفة قطرها 30111 وسمك الغلاف 20172 .0) جد حجم المادة المصنوعة منها . 


الجل : 

0- 3 
/- 2 

4 
توت كدرو 

2 1 

2 / 3 41 
- 7 , 2 ح ح رق 


3 
261 -ح 41)3(5 - (3) '1-(م) '/ 


حجم المادة المصنوعة | 7.272 -ح (0.2()3617) ع (0) /ر 


مثال : مكعب طول حرفه 011© 9.98 جد حجمه بصورة تقريبية بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة . 
الجل : ليكن 17 حجم المكعب الذي طول حرفه 2 5 


ثمر ع (عد)ت 
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2 د جمدم - 052-58-8 


0 0 
0 - 103 - (7)10 
3 - ر(ه)7 
0 - 3)10(2 - (10)" ج 2ه 3 - (م) “تر 
(117)0 + (ه©) مد 2< زط + م ) مد 
(0) '0.02(77-) + (27)10 2 ((0.02-) + 7010 


تبر 994 < (0.02()300-) + 1000 - (7)9.98 


مثال ؛: نتكن 22لا - (2) /[ فإذا تغيرت 2 من 8 الى 8.06 فما مقدار التغيير التقريبي للدالة . 
الحل . 8.06 - 8 ,ر 8 - 0 





5 - ول - )رم 

0 3 - 2 ر 

6 - 8 - 8.06 دج م دعر 

1 2 2 َ ًَ 
0 - (8)/ - زرم)ر 


1 / 
مقدار التغيير التقريبي 2 - 6 (0.06) > (م)/م 
ملاحظة : اذا كان التغير 7 له قيمتان نكتفي بإيجاد( 0)'/ /١‏ والقيمة الاخرى 0 . 


مثال : يراد طلاء مكعب طول حرفه 1122© 10 فاذا كان سمك الطلاء 1112© 15 .0 أوجد حجم الطلاء بصورة تقريبية 
وبأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة . 
الحل : ليكن 1 حجم المكعب الذي طول حرفه 7 
نفرض 10 - 0 اقرب رقم للعدد المحطى 
نفرض 10.3 - 8[ 
3 - 10 10.3 ع 0ه -( عدم 
رج ح (2«)ن جح ثيرو ح زيرات 
0 - 10(2) 3 - (10)' جه 342 - (م)ن 
حجم الطلاء بصورة تقريبية برع 90 2 (0.3(0)300) - (12)10 - (2)0 م 
مثال : بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة جد وبصورة تقريبية ومقدر بالثلاث مراتب عشرية على الاقل كلا 
مما يأتي : 
وزاري 7١١١‏ / ذا 8 (2 
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نفرض 89 - 0 
نفرض ١‏ 7.8 -ز/ 
2 ح 8 78ح 0 -( -ح ,م 


د 25 - )م + قد - وآ - () / 


3 
2 - 1/8 - (8) , - م) / 
1 1 : 5 
0ع 00 33/82 ح- (8) /ر - (©) /ر 


(8) ثر (0.2-) + (8) ,ر 2 ((0.2- + 8) عر ج (م) 87 + زهم) رك (« + م / 
4 << 0.0166 - 2 2 (0.20)0.083) - 2 < (0.2-) + (9) , 2 (7.8) / 


77 + 1/17 (ط 
نفرض اقرب رقم للعدد المحطى ‏ 16 - 0 
نفرض 17 -[زآ 
1 - 16 -17 - مز 
1 + 2 - (#2) ثم جب 5 000007 عدا + عدا - (د) زر 
6 -2497-4+2) +242 - (16) / 
2 2 + 2-2 2 - 2400-4 5 + 2400-5 2 - (16) / 
5 4+1 1 1 1/13 1 1 
عد مجه واج ديد دهم 
(00) 27 + رهم) ,رت رط + ه) / 
6 << (1()0.156) + 6 2 (16) /(1) + (16) يرت (17) /ر 


20122 

نفرض 0.125 - 0 

تفرض 0.120 - ز[ 

5 - -ح 0.125 - 0.120 ح مه -(ق عد ,م 
دل - © / 
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َ 1 
/ )2( 2 2 

/ )0.125( - 1/0.125 - 5 

13 5 1ك 1 - - (0.125)/ 


5 (3)0.25 3)0.5(2 125(2 3/0 3 
<١] )0(‏ + (م) رت (« + م) / 
(0.005()1.333-) + (2)0.125/ 2 (0.12)/ 
5 2- 0.006665 - 0.5 2 (0.12)/ 


مثال : مخروط دائري قائم ارتفاعه ثلاثة امثال نصف قطره فإذا كان نصف قطره 1.90 جد حجمه بصورة تقريبية 
وبإستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة . 
الحل : 
نفرض 2 - 0ه 
نفرض 9 -(م 
0.1- 2 1.9 - 04 -م ع م/م 
37 - ,م ج () 3 ح- / 


3 2 1 2 1 
دك 7ل يو ل ان 7 حل يس ل عن 


27م 3 ع ارو | ”برعي - 17 


8 - 2)2(3 - (2)] - (م) / 
12 - *(31:)2 - (2)'[ر - ره) '/ 
6.8 - 1.2 -ع:8 - ((0.1-) + 2)ر ج يم) ']/ 2 + زره), - (« + ه) زر 


حل تمارين (3 - 3) 


س1 : أوجد قيمة © التي تعينها مبرهنة رول لي كل مما يأتي : 
[3.,3-]ع 2« , 9# - مر -ح (2) /ر (2 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [3 , 3-] لأنها كثيرة حدود 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (3 , 3-) لأنها كثيرة حدود 
؟) نجد (3) /ر , (3-) / 


/ )-3( - )-3(3 -9)-3( --27 + 27 - 0 
/)3( - )3(3 -9)33(- 27- 27 - 60 
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(3 / د رة-) / 
“.الدالة تحقق مبرهنة رول نفرض 0 - (©) / 

3222-9 - (2) /ر 

9 - ع3 ح ) /ر 


(3,3-)ع 2/3 دم جح 3-ث2م بج 9- ع3 بج 0 - 3602-9 


1 2 
22 *, + ع2 ح ري ثر رم 
01 1 
الحل )٠١‏ الدالة مستمرة على الفترة |2 , | لان |2 , | © 0 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2 , ©) لأن (2 , 7) © 0 


*) نجد (2) / , , 


5 -2-4+1 +2-2)2)/ 
2) م - ) / 

“. الدالة تحقق مبرهنة رول نفرض 0) - 0109 
اير عل يز2 ك م .حم 3 - (2) /ر 


-2 - 222 - 2 - )از 





م2 
: ر 22-2 2 2 ٍ 
22-2 ج-22-2-0 جه 0- ه32 جه 0ك -2 جه كي - غ2 - ن0)ز 
4.© 4 4© 
تهمل السائب [2,2) © 1- دم (2, ع 1 دممح 1دت . 


[1,1-]ع ع ,22-3(5) ح ©) /ر 0 
الحل )١ ١‏ الدالة مستمرة على [1 , 1-] 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على (1 , 1-) 
؟) نجد (1),/ , (1-)/ 
4 - 3(4 -1) - (1-)/ 
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(1) ثر ع (1-)/ .. 4 - *(1-3) - (1)/ 
.الدالة تحقق مبرهنة رول نفرض 0 - (©) / 
(22-3) ع4 ع2 .(3 -22) 2 - نا رز 
(1,1-)ع 0دم + 0-دم4 ج 0 - (3 - ثع) 42 ج (3 - ثع2) ع4 د ز) / 
(11-)# 7/ود+ دم جح 3 ح ثم جح 0( - 3 - 2 :رن 


س2: جد تقريبا لكل مما يلي بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة : 


3 + 17/63 (2 
نفرض 64 - ) 
نفرض 63 -ز/ 
1--64 -63 -<م-م د عر 
ير 06 - (64) ل جد ولا + عل - (ت) / 


- (64)/ جب - 0 / 


1 1 
2 2 2/6 
1 4 3+1 1 1 1 
12 48 48 48 7 16 30162 + بج - (64)/ 
3 ح- (64)/ 
(ه)] 2 + رم) ,2 (« + م) / 
7 - 0.083 - 12 2 (1(/2)64 -) + (64) / 2 ((1-) + 64) زر 


1.04(4) 3 + 1.04(3) (ط 
نفرض اقرب رقم للعدد المعطى 06-1 
نفرض 1.04 - 7 
4 - 1 -1.04 - م 
4ر3 + ةر ح رمت /ر 
4 - 3 +1 - (1) / 
2 + 322 ح (ن) زر 
5 - 12 + 3 -(1)/ 
(ه) ]1+ (ره) رت زط +ده) / 
21 > 112522551111115 





6 - 0.6 + 4 2 (0.04()15) + (1) , 2 (1.04) ر/ر 


1 
ج32 0 


نفرض اقرب رقم للعدد المعحطى 8 - 0 





نفرض 9 - / 
9-8-1 م/م 
1- 8 1 5 - 0 
م 2 - (8)/ جه + ع - 0 / 
1- 1 
اا 
1 , 
2 - 06 - © / 
1 1 1- 1 1- 1- 








2276-2 - بان لج - جم - (8) / 
(00) ]/ < + (م) رت (« + م) ر 
(1(/)8) + (8) كر ع (1 + 8) ر 











وبوم 23 24-1ى 1 _1ي 1 رذع زو 
60 جم جي م 22 ج7 +9722 / 
(0 
نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 100 - 0 
نفرض 101 - 7 
1 - 101-100 - مم 
1 
0س 5 
ين (2) / 
00 
1 - ل -(ه100 
000 (100) / 
01- د شك ديت --23-(100)- - (7)100 


2) 10000 


(00) 2/2 + (م) ,رت (3 + ه) / 
171553711151171 2 177/77171777271 








(1(/2)100) + (100) يم > (1 + 100) /ر 
9 0.0001 -0.01 2 (0.0001-) + 0.01 2 (101) /ر 


- 1/55 دول 0 
نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 0.49 - 0 
نفرض 0.50 -ز/ 
1 - 0.49 - 0.50 ع- م 


- دل - 0ت) /ر 

1 1_ 1 5 
2/9 حدم 23 ح زر 
7 - 1/0.49 - (0.49) / 


سم _10 _ 1 1 1 
14 1.4 «(2)0.77 207/049 
(00)/ 5« + (م) ,رت (« + »ه) / 
(0.01()0.714) + 0.7 2 (0.01 + 0.49) / 


/ )0.50( 2 0.7 + 0.00714 <- 4 


/)0.49( - 


س3 : كرة نصف قطرها (111© 6) طليت بطلاء سمكه (1123© 0.1) جد كمية الطلاء بصورة تقريبية بأستخدام 
مبرهنة القيمة المتوسطة . وزاري /٠7١١4‏ دا 
الحل : حجم كمية الطلاء - حجم الكرة مع الطلاء - حجم الكرة 

نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 6 - 0 

نفرض 6.1 - 7 وهو يمثل نصف القطر للكرة مضافا له كمية الطلاء 


4 
تير جر 4 - 312:2 :1 3 ح (د)2 


“و ع7 4 - رزواة 
.144 - 6(5) ع 4 - (82)6 


كمية الطلاء بصورة تقريبية ‏ +1 14.4 ع (7 0.1()144) - (2)0 (١:‏ 


4 _اعدادية التورة للبنين ابابل 0 7ل 6 077207105007 ____< 





س4 : كرة حجمها 1113© 8416 جد نصف قطرها بصورة تقريبية بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة . 
الحل : 
امرض ايحم 2ب 
تشوكن تسركك القطر 2 "1 
2 مرج 3-63م .ا جه 3 5 - 84 ج 73ج > - 17 


نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 64 - 0 


/- 653-64 - - 1 





1 2 1 5 
- 7 213 7 () / 
2313 
4 - 64ل - (64) زر 
2 -2 - بجت - بت - رهم 
40 2453 3643 


(00)] 2 + ره) , 2 (« + مه / 
2 3.98 - 0.02 -4 2 (1(/)64-) + (64) / 2 (63) / 


س5 : مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي طول قطر قاعدته » فاذا كان ارتفاعه 1171© 2.98 فجد حجمه بصورة 
تقريبية بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة أو نتيجتها . 

الحل : 

نفرض الارتفاع - 1/ 

نفرض نصف القطر ح :1 

نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 3 - © 

نفرض 2.98 - ز/ 


2----298-3 دهم دعر 
1 
7 ح مج م27 حعرم ' 7-1 - ددر 
ا 5 
حجن 
2ن بترن تحن اقزر دان 
12 





1 
ج 2.25 - :37 7 - (3) 7 


1 1 
25 .2 - 1:9 4 - (1703 - 110 4 - (©)17 
(©)2 71 + (©)م 2 («] + م) جد 
1 0.045 -ع2.257 2< 0.02(2.257) دع 25 .2 2 (0.02(2)3-) + (3) مد 2< (2.98) 1 
ثيين عر 2.205 2 (2.98) 7 


س6 : بين ان كل دالة من الدوال الاتية تحقق مبرهنة رول على الفترة المعطاة إزاء كل منهما ثم جد قيمة © . 
وزاري 5١01١١‏ /د ‏ [1,3-] , *#(1 -#) - (*)ير (2 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [3 , 1-] لأنها كثيرة الحدود 
") الدالة قابلة للاشتقاق على (3 , 1-) لأنها كثيرة الحدود 
؟) نجد (3) /,(1-) / 
6 - 14 -1-) -(1-)/ 
6 - *(1 -3) - (3) / 
“. الدالة / تحقق مبرهنة رول (3) ث/ - (1-) / 
0 - 13 -ع)4 جه 13 -ع)4 - )م + 1(3 -4)2 - (2) /ر 
(1,3-)ع 1 -<م جه 1-0 -م جه 0ح 1(3 -ع) 


 ]-1,1[‏ /, © ح ةتح ر(عيممر رط 


الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على [1 , 1-] لأنها كثيرة الحدود 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على (1 , 1-) لأنها كثيرة الحدود 
2( نجد(1 -) / (1) / 
0 -1+1- -(1-) 15 - (1 © / 


0 1-1 -(1) - 1(3) - (1) /ر 
“. الدالة 8/ تتحقق مبرهنة رول (1) ثر - (1 -) /ر 
-2-1م3 ج 32-1 - )م/م جه 1 -322 ح (ن) زر 


ع د ا ك0 
(1,1-) © 72 06 ى, (1,1-) ع جه دم جه 3 دم + 1 -302 
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[1,4-] , «*3 -2ج -ح (ه) و9 0 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على |4 , 1-] لأنها كثيرة الحدود 
") الدالة قابلة للاشتقاق على (4 , 1-) لأنها كثيرة الحدود 
؟) نوجد (9)4 , (1-)9 
4 - 3 +1 -(1-)3 -1(5-) -(1-) و 


4 - 12 - 16 ج (4) 3 - 42) - (4) و 
“. الدالة 9 تحقق مبرهنة رول (4) 9 - (1 -) 9 


0 - 3 -20 + 3 -20 - (ع)60 جد 3 -22 -ح (0)2 


3 
(1,4-) ع 2 ده ج 3 - 20 


وزاري 7١١4‏ / دا [27 , 0] ,. 2057© 2 +«2 205 ع (#2) / (0 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [272 , 0] 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على (272 , 0) 


*) نوجد (27) ث/ر , (0) /ر 
3 - 2 + 1 -ح (0) 205 2 + (0) 205 ع (0) /ر 


3 -2 +1 -21 205 2 + 41 205 ع (ع21) /ر 
:. الدالة ‏ تحقق مبرهنة رول (274) 6 - (0) / 
0 - )زر ©5112 2 - 51122و 2- ع (0)/ جه 2 بنذو 2 -22 بوؤد 2- ح (من) رز 
0 ع رع) :زد + (©2) 1د جد 0 ح (»©2) :25111 - (2) 25711- 
0 ع |1 + ر(ع) 2©05](©) :د + 0 ع (») :51 + (©) 05©(©) 25111 
(21 , 0) ع ع7 ع 6 + ... , 312 , 21 ,7 , 0 ع حم + 0 ح »© 1ك :6111161 


1- 
السالب 4 الربع الثاني والثالث ‏ ل ح- © 0605© + 0 ع 1 + (©) 205 2 01 
ربع ثاني (0,27) ع 25 -5 عر دعم 

ات 3 3 


00 1 
ربع ثالث (0,272) ع ك2 ب ع7 دع 


س7 : أختبر امكانية تطبيق مبرهنة القيمة المتوسطة للدوال التالية على الغترة المعطاة ادناه مع ذكر السبب وان تحققت 


المبرهنة فجد فيم ) الممكتة 
[1.,2-] , 1- #- ةير -ح (82) رره 
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الحل : ١)الدالة‏ ث/ مستمرة على الفترة [2 , 1-] لأنها كثيرة حدود 
؟) الدالة / قابلة للاشتقاق على (2 , 1-) لأنها كثيرة حدود 
الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة 
1 -322 -ح (جعر)ار 
ميل المماس ‏ 1 -362 -ح (©6)/ 
1- - 1-1 + 1- - (1-) /ر 
5- 8-2-1 -ح-(2) / 


ع 6 ككة ر طح - © هار - 4 بير 
#يل القا > 3 0( 3089| (41-)-2 0 هدس 00 


٠“‏ ميل المماس - ميل الوتر 
0 -1 - ثم ج 3 بج [ 0 - 3 - 2ع3] جه 2 -1 - 306 
(12--) ع 1 دم ( 1+ -ح كم 
(1.,2-) © 1- دعم 


[1,5-], 5 +:42# - شح -ح (2) 2 را 

الحل : )١‏ الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة [5 , 1-] لأنها كثيرة حدود 

"') الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (5 ,  )-1‏ لأنها كثيرة حدود 
الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة 
0 - 5+ 20 -25 -(5)/ 
0 - 5 + 4 +1 -ح (1-)/ 
ميل المماس ‏ 4 -26 ح (©7)6 جه 4 -22 ح (داةآ 
٠“‏ ميل المماس - ميل الوتر 


10-0 _ (1-)/ -(5) / _ (م6)/ -(6) / 


ميل الوتر ١0‏ وم 0 و53 0 هم 


[1,5-]|ع 2 عدم جه 4 -حع2 ج 0 - 4 -20 


[1,2-] , ح - م ون 


الحل : ١)الدالة‏ مستمرة لك الفترة المغلقة [2 , 1-] لأن [2 , 1-] © 2- 
*') الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2 , 1-) لأن (2 , 1 -) © 2- 
الشروط متحقفقة فهي نحقق القيمة المتوسطهة 
4 


يوسم - * (2 +2 4- - تاق + * (2 +2 4 - 0 و 
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4 
4 ---- - (1-) و 
4 
22-1 <(2) 9 
44 
حلست لد ( م 
22 جع - (9 
ميل المماس - ميل الوتر 
قح _ 1-4 _(1ح>و -020 0 _ 60و <(ت6) و _ , 
: 20202030020203 2-0-1 7 0 - (2)ة0 
4- 
1-.[ 4 - 2(5 + ع)-] جه 1 0622 


جنر الطرفين ‏ 4 -ح 2(5 + ©6) 

2 --2 لهم 

(1,2 -) ع 0 حم جه 2 ح 2 + مح «7ج1[غ61 
(12-) © 4 جم جه 2 2 لدم 01 


[2,7-], 1(2+ 2«)ل - 2 8 (0 
الجل : 
الدالة مستمرة على الفترة المغلقة |7 , 2-] 
الدالة (7) 8 غير قابلة للاشتقاق عند 1 - -ع 2 لأن (2:,7-) © 1- 


حص 


و 


يح 


الدالة (7) 85 لا تحقق مبرهنة القنيمة المتوسطة لأن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 1- -ح 2 
السبب للاطلاع : (توضيح عدم قابلية الاشتقان) 


1- 7 2 
: 3 - 15 + »)2 - )م8 ج 1(3 + «) - م 8 
3-+2) 3 3 





1 1 
[2,7-]ع 1- جع د 1-0 +م .. 0- 1(3 + 2) جه 3 + [ 0 - 1(3 + 2 ) 3 


أمثلة اضافية محلولة 
متال : جد تقريبا لكل مما يأتي باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة أو نتيجتها : 
2 (1 


اقرب رقم للعدد المحطى يسهل حسابه ‏ 81 - 0 
2 - م 
1 81 -2ق8 -0 -ث عدم 


د - هام جح عأ - 00)/ 
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م ١‏ 2 متجعكعد 





بك - وز جه ورة - وم/ 
114 
3 -81/ - (81)/ ج ملأ - (م) / 
و06 ك1 - 1 2 ال ك2 ا 101 
108 4027 43ق)4 4)81(:3 +41 


(00) ]2< + رم) ,رت زط + ه) / 
9 - (1()0.009) + 3 2 (82) مر جح (1(/)81) + (81) ير 2 (1 +81) / 


6 22 
اقرب رقم للعدد المعحطى يسهل حسابه ‏ 0.125 - 0 


6 - م 

1 - 0.125 - 0.126 -ه -م دعر 

قد - ه)م جح ولا - 0)/ 

ِ 1 2 

/ )2( 2” 

5 - 1/0.125 - (0.125)/ ج مول - )رم 

ٍ 1 -2000 1 005 -2 1 

2 - - 0.5(7(5)) 2 - 0.125(5) ج - (0.125)/ د 3ه - «م)/ 
1 1 

3 )0.5(2 3)0.25( 5 

١ ])00(‏ + (م) ,رت (« + م) / 

/ )0.125 + 0.001( 2 0.5 + )0.001()1.3333( 

/ )0.126( 2 0.5 + 0.00133 --573 


/)0.125( - - 73 


7/1 (3 
اقرب رقم لاعدد المحطى يسهل حسابه 32- - 0 
31 - (م 
1 -(32-)-31-- -7 - عر 
5 - مز ه قد - ضار جدءلا - ور 
2--32-/1 - (32-)] ج ولأ - (م) / 
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1 -4 1 


5 - 1 - 25(5 (32 5 2)م 0 
7 2-24- (25-) م - 32(5-) م - (32-)/ جح 25 - (ه) زر 


(00) ]2< + رم) ,رت زط + ه) / 
5- - (1()0.0125) + 2- 2 (31-) رج (32-)/(1) + (32-) رد (31-) / 


مثال : باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد بصورة تقريبية طول ضلع مربع مساحته (7115 50) 
الحل : 
مساحة المربع - مربع طول الضاع 
نفرض 49 - 0 اقرب رقم للعدد المحطى 
نفرض 50 -/ 
1 - 50-49 - -م« دعر 
0 جع جح تي - 50 جد تير - 4 
د - هم[ جح ندل - وم 
ادا اا 0 - (م) 1 
1 
1 - حِ - (و 4 + كر - (م)/ 
(ه) ]1 + رم) رت (1 + م) / 
1 - (1()0.071) + 7 2 (50) رج (1(/7)49) + (49) ره (1 + 49) ر 


دراسة الدالة 
النقَطة الحرجة ؛ هي النقطة التي تنتمي لمنحني الدالة والتي يكون عندها 0 - (20) / أو تكون غير معرفة. 
كيفية ايجاد النقط الحرجة 
الحالة الأولى : نجد (7)/ ثم نجعل 0 - (7)/ ثم نحل اللمعادلة المتكونة ونجد قيم 3 ولتكن ... , 32 , 21 ثم 
نعوض قيم (3) 4 الدالة الاصلية ونجد فقيم 09 المقابلهة لها فتكون ... 072 , 322 071 , 6 هي النقفط الحرجة. 
+ أجد النقط الحرجة للدوال التالية : 
<6 - 3224 ح () مر (2 
(نجعل 0 -  )/)«*(‏ 62-6 -(*)/ 
1 -خ« ج 6 -62 ج 0 - 6 -612 
نقطة حرجة (3-,1) .. 3- - 3-6 - (60)1- 3)1(5 ح (2)1 - بر 
3 +22 ح ر(ج«)ثرر (ط 
نجعل 0 - (8)/ر 2 -(2)/ 


غير ممكن لا توجد نقاط حرجة 0 - 2 
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- مر 0 


(نجل 0 - 00 ١‏ د وم م تيرق - ينم ب 3-1 - (0)/ 
غير ممكن لا توجد نقاط حرجة 0 3 جه - ل 
الحالة الثانية : اذا أعطيت نقفطة حرجة يستفاد من ذلك 22 ايجاد الثوابت 2 الدالة المعطاة 
مثال : لتكن 5 +ع2زط + 2#يرم + ثمر ح (32)ثر وكانت للدالة نقنطة حرجة هي (10, 1-) فجد قيم 
الثوايت 1# > 0,1 
الحل : 
(10, 1-) تحقق دالة المنحني > 5 + 5 - 0 + 1- - 10 6 - [ - هم معادئة )١(‏ 


6 + م20 + 322 - )م ج ( +20 - 3-15 - (1-)/ 7 0 - ( + 20 - 3 معادلة )١(‏ 


وبحل المعادلتين آنيا نحصل على 9- - 5م ,ر 3- - 0م 


أختبار التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى المحلية 

ملاحظة : لإيجاد مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة (إن وجدت ونوعها نتبع ما يلي) : 

. 3] نجد (3)/ ونضعها تساوي صفرا ونستخرج قيم‎ )١ 

؟) نجد صور 2 وذلك بتعويض قيم 3 2 الدالة الأصلية (3) / فتكون لدينا نقاط حرجة مرشحة . 

؟) نختبر قيم 2 على إشارة (36) م ونستخرج مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى المحلية (إن 
وجدت) . 

؛) لمعرفة نوع النققطة » فاذا كان تغير اشارة المشتقة موجب الى سالب فالنقطة نهاية عظمى محلية » اما اذا كان تغير 
اشارة المشتقاة من سالب الى موجب فالنقطة نهاية صغرى محلية . 

النهاية العظمى والنهاية الصغرى المحلية : 

لتكن / دالة مستمرة على الفترة |2 , 2| وقابلة للاشتقاق عند (© - 3) التي تنتمي الى الفترة المفتوحة (5, 0) 

فاذا كانت : ١‏ 


(5)6 نهاية عظمى محلية 
4 با 


فر 
ل ل لك من ل ظ 11 


(7)6 نهاية صغرى محلية 


ملا حظة : اذا كانت النقطة | حرجة فقط (- , -) 07 (+ , +) ||أنقطة نهاية صغرى (+ , -) |أنقطة نهاية عظمى (- , +) 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة 26 - (2) / ح بر 
الحل : [نجعل 0 - 7)0) 2 - 0)/ 


دعر جه 2 ج [0 -22| 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 


/ متزايدة ذخ [0 < 72 :38) 


تزايد 7 0 تناقص با 
ا / عاد ده حك ذاه ده د دحاوو دوو الكو هو كه 
متفاقطة ا 0 > ع اس 0 شرت م 1233| ححتححححه 
0 < 2 0 > 2 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى (إن وجدت) لكل مما يأتي : 
ثم - 22ر3 + عمر9 -ح (2) عر (1 


الحل : 
3- +[0 - 322 -62 + 9] د 2ر3 ع 6+ 9 - (2) / 
0 - (1 +>©)(3 -«) ج 0 - 3 ع2 2ج ج ( ح شر دع2 -3- 
3 -< ج 0 - 3 جع 1111© 
1- حع مرج 0( - 1 دعم 01 
تناقص < تزايد 7 تناقص ٠‏ 
حداا لاا ا ظ ذاه مم اعسات فك جك ظ طلعلل سه اشارة ()/ 
وحسر 302 (1,33) 1200-1->م 


ن ٠ع‏ ن ٠.‏ ص 


كر متناقصة ب (/3 < 72 :1[,12- > 2 :2 
كر متزايدة 4 الفترة المفتوحكة (1,3-) 
(5-,1-) نهاية صغرى محلية ‏ 5- - 1 + 3 + 9- - 1(3-) -1(2-) 3 + (1-) 9 - (1-) / 


(27, 3) نهاية عظمى محلية ‏ 27 - 27 27 + 27 ح 3(3) -3(5) 3 +(9)3 -(3) / 


2 - (2) /(2 
بك د هد - ومع د قد - م / 
2313 


ب هذه الحالة نجعل مقام (3) / يساوي صفرا ونستخرج قيمة ]3 . 


2 7 
أما 0 + حب فتكون (:3)/ غير معرفة اذا كانت (0 > *#) ايان (0 - 2) عدد حرج . 
2 
1 1 


0 -> 3د بالجدر التكعيبي 0 ح 3م ج 3 + [0 - 323 


لا توجد نهايات عظمى أو صغرى ٍ الم 0 0 تناقص ا 
/ متزايدة بخ (0 < #2 : ) اشارة (:2) أ هو 
0 < ين 0 > 22 


/ متناقصة ث4 (0 > 3 : 123 


17 - #) + 1 -ح (2) ر(3 
(نجعل 0 -  )/)80(‏ 2 + [0 -22 -*) 2] هج (2 -2) 2 - ()/ 
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2 -ن ج 0 -2 در 

1 <2-2(5-1+0)+ 1 -(2) / 
. (2,1) نهاية صغرى محلية 
] متزايدة 4خ [2 < 72 : 38 
/ متناقصة 2 ([2 > 3 : 123 


ملاحظة : هنالك ثلاث حالات لا يمكن أن نضع فيها 0 - (3) / وهي : 
1 ذا كانت © - (<) /ر حيث 1 © 0 

مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة 33 - (32) /ر 

الحل : كانت 0 2 (82)مر .. 0 < 3 - (2) /ر 

“.الدالة متزايدة 4 ح 27 7 

بمكن ان تكون الدالة (1) ثر متناقصة 2 حالة كون (3)ث تساوي عدد سالب 
2 اذا كانت [مجموع مربعين - (]3) /] 

مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة ‏ # + 5مر ع (2) ر 

الحل : 0 عد )/ .. 1<0 +322 ح (مد)ر 
“.الدالة متزايدة 4 © 27 7 


ثايبت 
3( إذا كانت - ل () /ر 
متغير 


1 
مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة 7 كت زر 





الجل : 
1 _ ِ 3 ا 1-خ«-2-# __ (6+1()1 -(2-2(01 ا 
نجعل 0 - (2 ر 0 ع 02م 22ج 0000 2-2 0 ١‏ 1 
م 2 با 
5ط 0 


القيمة التي تجعل المقام - ) 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة 


32 - ثمر ح بو 
نجعل 0 - ' 32-3 -' 
جر 0 (نجعل 0 > 37) 2 - لا 
+ م جع ل ل ال ظ ستخصس فح + هس له ص هس ل 3 - 3- تبرخج] 
1 1- 1+ دع ج 0 - 22-1 
مناطق التزايد (1  <‏ :*) (1 


مناطق التناقص (1,1-) , [1- > 2 : 12 (2 
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جم ١‏ 2 متجعحد 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالكهة 
الجل : 
ر ٠‏ “مد - (0)/ 
٠‏ + + + + + + | - ح حح ححه (تجوس 0 - 00م تيه - 00)'/ 
0 داع« ج 0 ح ثيمر ج 4 + |0 ع 3مر4] 


منطقة التناقص [0 > 3 : 123 مناطق التزايد [0 < 1 : 12 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى والنقاط الحرجة ان وجدت 


17 + 2) - مت / 
الحل : 


7 7 14 + )3 ع (1) - 105 + )3 ع 0 '/ 


1 


نقطة حرجة مرشحة ولا توجد نقاط نهايات 1 - -« ج 0 - 1 + عر 
الدالة متزايدة [1- < 2 :2] , [(1- > 72 :2 
مثال : جد مناطق التزايد والتناقص ونقاط النهايات العظمى والصغرى المحلية ثلدالة ان وجدت 


الجل : 
1 
لك الدالة الكسرية تحتاج الى مجال الدالة لايجاد النقطة الحرجة -- ح- (2د) زر 
مجال الدالة هو [1/11 
_ 2-- 


1 / 2- / 
غير ممكن 0 > 2- 5 0 - ررح د 0 - (2) / , ور - (2) / 


النقطة الحرجة هي 1 - 2 التي تجعل المقام يساوي صفر 





الدالة متناقصة لذ [1< 2 : 12 , [1 > 22 : 2 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص ونقاط النهايات العظمى والصغرى امحلية للدالة 
24 -1)2- - رت زر 
الجل : 
4 + :2- -ح (2()1 -2)2- -ح (2) '/ 
2- ج [0 ع 4 + ع2 -] جه 0 ع (2) '/ر 


2 دع« جح 0 ع 2 - رن 
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١‏ متصكعد 


مناطق التزايد [2 < 72 :3) شر ومع لسسسسست | + + + + خ خم 
مناطق التناقص [ 2 > 1 : 32] 

1 -2-2(2)-1 (2)/ 
(2,1) نقطة حرجة , (2,1) نهاية عظمى محلية 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة مبينا نوعها ان وجدت 2 الدالة ”25 - (2) /ر 
الحل : 
(نجعل 0 -  )/')2(‏ 5254 - (#)'/ 
0 دع ج 0ح كج جح 5 + [0 - 5224| 
(0,0) نقطة حرجة 


مناطق التزايد (1) (0 < 7 : 2] 
(2) (0 > 2 :2 ) 
لا توجد نهايات للدالة لأن الدالة متزايدة 4 مجالها 


و ل ما : يلل 


متال : جد مناطق التزايد والتناقص والنقاط الحرجة مبينا نوعها ان وجدت 
24 + يرو - ثعر - (ن) /ر 


الجل : 
(تجعل 0 - (12)/) 4 + 18 - 322 - (من) رز 
0 - (2 -4()2 - 2) ج 0 -ح عق +دعر 6‏ قمر 
4 دع« > 0 ع 4 عر :611161 
2 دع ججح 0 - 2-2 01 
تزايد 7 تناقص ٠‏ تزايد 7 
عا ا عاد جد ظ سس سيم سيم نسم الم ظ جد علت هإب. ملت صا اشارة (16) /ر 


4 2 
كر متناقصة 24 الفترة (4, 2) 


كر متزايدة ب 41 < 1 :3 2!(,1 > 2 :2] 
(2,20) نقطة نهاية عظمى محلية 20 - 48 + 36 -8 - (24)2 + 9)2(2 - 2(3) - (2) / 


(16, 4) نقطة نهاية صغرى محلية 16 - 96 + 144 - 64 ع (24)4 + 9)4(25 - 403) -ح (4) /ر 
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تفعر ونحدب المنحثيات ونقط الانفلاب 


اذا كانت / دالة قابلة للاشتقاق 4 الفترة المفتوحة (2 , 0) فيقال عن الدالة /ر بأنها محدبة اذا كانت (3) / 
متناقصة خلال تلك الغترة وتسمى مقعرة اذا كانت (1) '/ متزايدة خلال تلك الغترة . 
ملاحظة : لإيجاد مناطق التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب نتبع ما يلي : 
1) نجد (36)/ ونضعها تساوي صفرا ونستخرج قيم ]2 . 
2 اذا كانت (7) "كر موجبة [0 < (3) /[] فالدالة مقعرة . 
اذا كانت (2)''/ر سائبة [0 > (7) /] فالدالة محدبة . 
3) نعوض قيم 3 2 الدالة الاصلية (3) / لايجاد نقطة الانقلاب . 
4) اذا لم يحدث تغيرغ اشارة المشتقة الثانية فلا توجد هناك نقاط انقلاب للدالة . 
نقَطَة الأنْقَلان ١‏ هي نقطة تنتمي لمنحني الدالة وتكون فيها المشتقة الثانية تساوي صغرا او غير معرفة , والتي يتغير 
فيها اشارة المشتقة الثانية من تحدب الى تققعر او بالعكس . 


مثال : جد نقاط الانقلاب للمنحني + 1 +12 - 32:2 - 23 -ح (2) /ر 
الجل : 
(نجعل 0 -(©2) ''/) 6 - 122 ع 2) "راج 12 - 62 - 2ر6 ع (ن) '/ 


حم 


د - ير بد 6 - 12# جح ( - 12-6 
يد - ++ )مد - )د- (): - يا 
0000-2 2 2 12 /2 1 


1 ة' 1 ٠ش‏ 
/ر محدبة 4 [2 > 7 : #] لأن (:3) ا سالباة اناا تقعر 


0 2 له آ 


. +1 + 
مقعرة © (2 < © : ©« لأن (:3)"/ موجبة 


1 
2--2-5-5-5-- 2 


. >+11-. 1 5 
الشنقطهة (--, 5 هي نقطة إنقالاب 


مثال : جد مناطق التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب (ان وجدت) للدوال الاتية : 
فير - 5ر4 ح (2) /ر (2 
الحل : 
(تجعل 0 - #0)"/م) ‏ 242-1222 - )م جه تير 4 - 2ع 12 - )رز 
0 ح ثير ع2 12ج [0 -22 12 -242] 
0 - وم - 2) عد 
0 دعر 1ع61[1© 


2 داع« جح 0 دع 2 :01 
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0) محدية للا تقعر 0) محدية 
| 2-5-5 2 ظ عاك عاد داك عاك داه ظ مس سس د" اشارة (20) / 
نقطة انقلاب (0 , 0) 0 - 0(4) -4)0(3 -ح (0)) 


نقطة انقلاب (2,16) 16 - 16 -32 -ح 2(4) -4)2(3 -ح (2) / 
مقعرة 4 الفترة (2 , 0) ومحدبة ف [2 < 7 : <!2 [0 > 2 : 2) 
0 ع 3 , + د - © / رم 


3-مر 2 - )م جح تدر -1 - )2م جه أحير + عر ح (مد) زر 


للا تقعر (0) محدية 2 7 
1 رةه 55 0 عد جح - («) ر 
اشارة (7)/ < دك سد كاد كاد )0 1 
0 < عند 0 0 > 


“. لا توجد نقناط انقلاب لأن 0 لا ينتمي لجال الدالة فنجعل المقام - ) 


ث/ر مقعرة ‏ !0 < 72 :2) 
ث/ر محديبة 4 (!0 > 2 : 2) 
ملاحظة : الحالات الثلاث التي تنطبق على (3) / والتي تجعلها لاا تساوي صغرا هي نفسها تنطبق على (:3) / وكذنك 
تنطبق على (3) / . 
ملاحظة : يستفاد من نقطة الانقلاب 2# ايجاد الثوابت كما هو الحال 4 النقطة الحرجة . 
24 + <«) -4 -ح (2«) 7 0 
7 - 2) 12- - )1 ج 2(3 + «*) 4- - (عرام 


بالجذر التربيعي ‏ 0 -2(5 +«) ج (12-) + [0 - 2(5 + *) 12-] 


(0) محدبة 0) محدية 2س حاعر بت 0 2-2 عد عن . 
اشارة 2) ١#‏ 2 2ك !بيه 

2- << 2ن 2 2- > 
لا توجد نقناط انقلاب عند 2- - 2 : 2/ محدية 9 21 - >2 :2) , [2- < نن :2] 


“مر -ع2 -3 ح (2) / (0 
الجل : 
0 عد ()/ .. 0 > 2 - ()/ 5-25 - تر 
“. لا توجد نقاط انقلاب والدالة ثر محدبة 2 © 2 ”7 . 
3 +32 + ثم ح (2) زه 
الجل : 
(0 ع (م)/) 0 < 6 +1222 - 0)/ ج عر6 + 43 - يع زر 
“. للا توجد نقناط انقنلاب والدالة كر مقعرة “4 © 7 ٠7‏ 
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أستخدام المشتقنة الثانية لفحص النهايات العظمى والصغرى امحلية : 
من الممكن إستخدام الطريقة الاتية لمعرفة نوع النقطة الحرجة (عظمى أو صغرى) 
1. تجد (8)/: (8)/ 
2. نجد قيم * التي تجعل 0 - () ونعوضها ا (:2)/ فإذا كانت الاشارة بعدالتعويض ؛ 
. موجبة فالنقطة الحرجة تمثل نقطة نهاية صغرى محلية . 
0. سالبة فالنقطة الحرجة تمثل نقطة نهاية عظمى محلية . 
© تساوي صغرا فإن هذه الطريقة فاشلة 4 معرفة نوع النقطة الحرجة ؛ ويعاد الاختبار بواسطة الطريقة 
السابقة عن طريق المشتقة الأولى . 


مثال : بإستخدام أختبار المشتقة الثانية إن أمكن جد النهايات المحلية للدوال الاتية : 
1 -222 3 -2 6 -ح «<*) /ر(2 


(نجعل 0 - (2) ]) 62 - 6 - ©8)]/ 
2-1 يى يون ع جح هك 0 -*« 6-6 
0 > 6- - )رم 


. توجد نهاية عظمى محلية عند 1 - 2 
2 >- 1 -1(5) 3 -(6)1 - (1) ر/ 


. (2, 1) نقطة نهاية عظمى محلية 
4 
0 ع 3 , د -8 - () / رم 


برع +1 -2)/ ج 2م 4 ع - (2) زر 

ِ 8 

جد +1( / 
8 

2 - برد 8 - تبرج 8-0 م ثم ج تر عر [0 - جح + 1] 
6" 


3-برع +1 -ح (من) زر 





لك - وز ب 244 - وم 
0 3 0-24 24- 0 ء 
ج -76--24 -(02/ 
4 
دحوت و ل لوك م ور 


- (3-, 2-) نقطة نهاية عظمى محلية 
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92 - 4ر3 - تير - ()ر/ 0 

( نجعل 0 - ()]) 62-9 - 322 ح (من) رز 

3+ 01 2-9«م6م-322] 

1--« , 2-3« ج 0 -(1 +«)(3 -«+«) جه 0 -3 -22 من 
62-6 - )م 


عندما 1- -ح من 
فأن 0 -(6-1ث/ , 12>0--(1-)/ 
“. توجد نهاية عظمى محلية عند (1- -ح 322) 
”. النهاية العظمى المحلية هي . 5 - 9 + 3 -1- -ح (1-)9 - 1(2-)3 - 1(3-) - (1-)/ر 
عند 3 2 
فإن 0 -<(3)لمر و 12<0-(3)/ 
“. توجد نهاية صغرى محلية عند (3 - 38) 
“. النهاية الصغرى المحلية هي ٠‏ 27 - - 27 - 27 - 27 - (90)3 - 3)3(2 - 3(3) - (3)/ 
4 -+ 2) - 4 ح (82) ير (0 
[تجعل 0 ()]) 3 + 4)2- - (ر)] 


0 -2)]] . لتححعاد 1-0جءد 0- 15ج + 12-0 +مه 
0 -2-]] , للححعاد 1-0+ءد 12-0 جم + 12 +ع12- - ممم 


0 - (1-)/ اذن هذه الطريقة لا تنفع لذا نعود الى ملاحظة تغيراشارة / يجوار (1- - 2 
: تنفع ٍ 


© 


١‏ تناقص 7 تزايد 
1 ساي )ع سمس سني 
اشارة (:3) / 
كر متزايدة ل [0 > 32 : 2)] 39 
كر متناقصة 4 [1- < :3 : :3] 
“. توجد نهاية صغرى محلية هي . 4 - 1(4 + 1-) - 4 - (1-) / 


١ 151537751117711‏ 17ل 





ايجاد الثوايت 
ملا حظات حول أسئلة الثوايت : 
1)/ اذا أعطى 2+2 السؤال نهاية عظمى أو صغرى أو نقفطة حرجة ؛ فنجد المشتقة الأولى » ونعوض النهاية فيها ونجعلها 


تساوي صفرا . 

2 اذا أعطي 4# السؤال نقطة أنقلاب ؛ نجد ال مشتقنة الثانية ونعوض نقطة الانقلاب فيها ونجعلها تساوي صغرا . 
3) اذا أعطي 2 السؤال معادلة المماس نتبع ما يلي : 

3) نجد ميل المماس من المشتقنة الأولى عند نقطة التماس . 





- معامل 1 
0( تجد ميل المماس - بىين بر 
©) نساوي الميلين 
4) كل زوج مرتب يعطى 4 السؤال يعوض لف الدالة الاصلية 


( 
5) كل نهاية لم يذكر الاحداثي لها يعتبر احداثي صادي (07) . 
6) كل مستقيم يوازي محور السينات فإن ميله - صفرا 
7 المنحنيات المتماسات ميلاهما متساوي . 

مثال : عين قيمتي الثابتين © , 8 لكي يكون لمنحني الدالة 8 + 2م + بر - 07 نهاية عظمى محلية عند 
1- - 2 ونهاية صغرى محلية عند 2 - 2 ثم جد نقطة الانقلاب . 


الجل : 
5 +2 26 + 322 ع ارو ج برع + أيرم + ثمر ح رو 


.' للدالة نهاية عظمى محلية عند 1 - - غ1 ج 0 ح “رق 
5 + (1-)202 + 1(5-)3 - 0 
(3.....01- - م + 26- ج 0 حم +20 -3 
“' للدالة نهاية صغرى محلية عند 2 - 272 > 0 - وق 
5 + (26)2 + 3)2(5 - 0 
0 - 8 + م4 + 12 
(1) ...... 3- - 7 4 2- 
(2)..... 12+ - لط + 40ل 


5 9 
نعوض ‏ 2 3 الدالة اجداح دم جا ح نين 0 - 601 


3- 
6 - مج 3 -م +(2)2- 


3 
2 
6 -2-- 
و" و" 


6 ع3 -322 ح “ابو 


7 ح بر 
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جم 2١‏ متجعحكد 


424 


1" - 6*#-3  )7' - 0 (نجعل‎ 


1 
حر كحو وو خضرت وك و 


3 1 
5 | نقطة الانقلاب هي (7--, 2) 
1 كك كز 1 د شد دج الى 00 1١‏ 1 3 13 
شعتني | حتت | (يى يني( 
2 2 2 2 0 
3 26- 24 1-3 3 1 
سنس بح سس بح لا ب لح ف لس سن سس تق 
4 8 8 8 8 
1 1 
الدالة /ر مقعرة 2 |2 < ددا ؛ الدالة ث/ر محدبة 2 2 > ددا 


مثال : اذا كانت الدالة © + 322 ل 23م - (1)/ر نهاية عظمى محلية تساوي 8 ونقنطة انقلاب عند 1 - 2 
فجد قيمة 1[ © ©, 0 . 
الحل : 
ع + 32:6 + تيرم - (22) زر 
62 + 30222 ع («د ) '/ر 
6 + +602 ع (« ) ”/ر 


للدانة نقنطة انقلاب عند 1 - « > 0 -ح (2« ) "'/ر 


602 + 6 - 0 

1 - -0 جه 6- - ن6 + 0 - 6 + (60)1 

ع + 326 + تيرم ع (من) /ر 

62 + 31:2- ح (ن) 'ر 

1- << [0 -«2 + 2ير- ج 3 + [0 - 62 + 32:2- 
0 -(2 -*)« ج 0 ع2 -2عنر 

2 دعر أو 0 - اما 


الدا ك تهائة عذ إن النة 1 2 به عذ حت على - فَقَ المعاد 
لدالة تمتلك نهاية محلية 8 وإن النقطة (8 , 2 ) نقطة نهاية 2 8 تتحقق المعادلة 


ع + 324 + قر ع ون) زر 
4 دام جد ع ب3)0(25 + 2(3)---8 


تناقص ٠‏ تزايد 7 0 تناقص ٠‏ 
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مثال ؛ لتكن - + 6 ح (#2)/ دالة تمتلك ننطة انلاب عند 1 - 2 جد قيمة © ثم بين هل ان الدالة تمتلك نهاية 

عظمى محلية . وزاري 7١١4‏ / دا 
الجل : 

عرس + ير - (2) رز 

مره - ع2 ح (د ) 'ر 

1-1 [تجعل 0 - (#)”/) :35د + 2 - 3ر2 + 2 - 080نم 

2 + 20 - 0 

1 - -4 ج 2 -- 0 - 20 


+م- ور 24+ت د ومر 


1 
+ 22 - () 
0 - (*«) زر 
22ز. |[ 0 - - + 22] 


2-5 - 0) "رج 11-1 دير جك د تيوت 1 - 23 ب 0 -1 - 23 


دن 
حم 
ده | 


0 < 2+4-6- 2-2 -| ]| )مر 


حمر إنم 


1 3 
. توجد نهاية صغرى عند  ]-7‏ - 6 ولا تملك نهاية عظمى محلية . 


مثال : اذا كان منحني الدالة .+ © + 22م + 3يرم ح (<) ث/ر مقعر ل (1 > 7:«] ومحدب 2 
(1 < « : *) ويمس المستقيم 28 - 92 + 7[ عند النقطة (1 , 3) فجد قيم الاعداد الحقيقية ©6, 0,2 . 
الحل : وزاري 70١١5‏ /د١ا‏ 
'“ الدالة مستمرة لأنها كثيرة حدود ومقعرة 4 [1 > <7 : 2! ومحدية 2# [1 < 12 :12 
“. الدالة تمتلك نقطة انقالاب عند 1 - 12 
ع + شير« + تيرم ح (2) زر 
2 + 2يجم3 - (2) رز 


(تجعل 0 -  )/)1(‏ 28 +64 (1)/ ج 20 +يره6 - (2)] 
(01....... ...0 ... 0 -28 + 66 


'' ميل المماس للمستقم 28 - 97 + 17 هو 9- - 7[ عند 3 -1 
”. (3) / هوالميل للمماس لمنحني الدالة عند 3 -2 


(ميل الخماس) 5 6 + © 27 -ح (28)3 + 30)3(2 -ح (3) / 


٠ 2706+ 6- -9[ + 3 
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ا م.. 0 -28 + 66 





3 
1 505-05 3 - 30 
وبالتعويض 24 قيمة 0 4 المعادئة (1) نحصل على : 


3 ممه 6د و2 هج 0- م2 +6- ج 0 - و2 + (1-) 6 
. (1, 3) 3 للمنحني .٠‏ تحقق معادلة المنحني © + 2يرم + ثيرم -ح (<«) ر 


1-<ع .جح ع +27 +27-- 1 جاع ب 3(5) 3 + 1()3(3-) - 1 


سؤال واجب : اذا كانت 16 + 81 + 02:2 ع (3)/ دالة تمتلك نهاية صغرى محلية 1 © 2 , 0 جد قيمة © اذا 
علمت ان [!9 ,.4-]! © 0 


حل تمارين (4 - 3) 
س1 : تكن 5 + 61 -12 ه 


(<) /ر حيث *1 © 7 , (8 , 1-4 © 0 جد قيمة 0 اذا كانت : 
أ)الدالة /ر محدبة ١‏ ب)الدالة /ر مقعرة 
الجل : 


5 + ع«6 -22 ح 


- © / 
6 -< 26 - (2) /ر 
20 - (6)/ 

أ) الداثة كر محدية 


4- ع هن جح 0 > 1ه ج 0 > 20 ج 0 > 20 / 
ب) الدالة ث/ر مقعرة 


8 دوج 0<عم جه 0<0 :2 جه 0< )زم 
س2: اذا كانت (6 , 2) نقطة حرجة لمنحني الدالة 5(4 -2) - 0 


الحرجة. 
الجل : 


(30) / فجد / , © وبين نوع النقطة 


' (2,6) 3 للمنحني .٠‏ تحقق معادئة المنحني 


4رط -:<*) -» - (2) ر 


49-) + [0- 3زم - 2) 4- ج 3( -4)2- - 0 / 
نجعل 0 - (3) / عندما 2 - 2 لأن النقطة (6 , 2) نقطة حرجة . 


167 


م ١‏ 2 متجحكد 


5-2 ج 0-م -2 ج ( - 3(م - 2) 
(1) ل 4( -2) -ه دم 

وبالتعويض عن قيمة (0) 4# المعادلئة (1) نحصل على : 
6 هم ج 2(4 -2) -4 - 6 


3 -4)2- - (©2) / . 
“. (2,6) تمتلك نهاية عظمى محلية 


ظ 5-5-ه1225555 1م 
2 < 2 2 2 >2 


س3 . اذاكان 6 + #برط + تعره ح (2<) ثور ,12 -1 -ح (2) 9 وكان كل من 9 , / متماسان عند نقنطة 
الانقلاب وكانت للدالة / نقطة انقلاب هي (11- , 1)فجد قيمة 14[ © © , 0,2 . وزاري 70١١5‏ /د؟ 
الجل : 
“' الدالتين (3) 9 ,(2)/ متماستان عند نقطة الانقلاب 
“. ميل الدالتين (36) 9 ,(30)ث/ عند (1 - <«)متساويان اي ان (20) 0 -ح (20) [ 
دعرط2 + 2جع3 - (2)/ ج عم + تير« + ره ع (2) /ر 
2 - - (<*) 6 ج 122 -1 - (2) 9 
(12...)1- -<دعم +2 +36 ج 12- جع + (25)1 + 30)1(5 ج- 12- جع ل بر[ 2 + 361:2 
النقطة (11-,1) نقطة انقلاب للدالة (#)م/ > 0 - (82)/ عندما 1 - 1 
(2).... 0 ع م + 36 ج «2 + | 0 -28 + 60 جه 25 + عه6 - (2)] 
النقطة (11- , 1) تحقق معادلة الدائة (3) / 
(3)....© +5 + ه-11-ج عم + تيرم + تيره ح (2) /ر 
وبحل المعادلات (1) و(2) و(3) آنيا سوف نحصل على 


(1).... 12- حم +28 + 30 


با 3)..... 11+ حم لدم ل ملب 





7-3 جح 4مذ3ز ا حمق 1 ح دن بجح 1 - 0 + - 


9- حدم جح 3 +1 -11- -[ -م-11- -ح م 
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س4: اذا كانت 6 تمثل نهاية صغرى محلية لمنحني الدالة © + 3 - 24 3 ح (2<) كر فجد قيمة © ثم 
جد معادلة المماس للمنحني 4 نقطة انقلايه ؟ 
اسل + 
(نجعل 0 - ()/  )‏ ( 322 -62 - )م جح ب تير - 2ع 3 ح (2) /ر 
0 - م -2)2« ج 0 دح شع ع2 ج 3 + [0 - 3122 - 6 
2 - 2« جح 0 جح عر 2 601 0 ح ير 
(6, 0) نهاية صغرى محلية وتحقق معادلة المنحني 
6 دم جع ب 0(3) -0(5) 3 دمج بس تير كر 3 ع (ند) / 
(نجعل 0 -  )])2‏ *6 - 6 - )م جد 3:2 -يد6 - (28)] 
1 -« ج 62 - 6 ج 0 - عع 6 - 6 


تتاخض ١‏ تزايد 7 تناقص ٠‏ 
عه 2252 242ه هه 5 ل لوبي يك ووم مامه لمعه ستط عم تس 0 1٠ر0‏ 






2< عن 2 (2 ,0) فترة 9 0 > 2 
ن ٠ع‏ ن ٠.‏ ص 


8 -3-1+6 -6 + 1(3) - 30)1(5 -(1) / 
(8, 1) نقنطة انلاب (نقطة ميل المماس) اي نحسب (2) ث/ عندما 1 - 2 


ميل المماس 3 - 3 - 6 - 3)1(2 - (1) 6 - (1)/ 
(1 - *) 3 ح 8 -نر ج (رع -2) 12 ح 1ن - رن 
0 ع 3 +32 - 8 -«2رو ج 32-3 ح 8 رو 
معادئلةالمماس للمنحني 0 - 5 -37 -1[ 
س5 . اذا كان 6 + 2م + 3م ح (2) ث/ر وكانت /ر مقعرة (1 < 72 9ا) محدية (1 > 2 9) وللدالة /ر 
نقطة نهاية عظمى محلية هي (5 , 1-) فجد قيمة الثوابت غلا © ©, 0,8 . وزاري 7١١7”‏ /د”م 
الجل : 
النقطة (1,5-) تحقق دالة المنحني 
(1<)ء + 1(5-)ثم + 1(3-)» - 5 د عم + يوم + توم ع (من) /ر 
(1)...... 5جعدع -ق +44م- 
النقطة (5 , 1-) نقطة نهاية عظمى محلية للدالة ث/ فتجعل 0 - (82)م عندما 1- -22 


وعدم +(1-)25 + 1(2-)30 ج ع ب+برم2 + 2يم3 -ح (2) زر 
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عه ١‏ مسصعد 


.0 دح +28 - 30 


'' الدالة كر مقعرة (1 < « 7ا) محدبة (1 > « )٠‏ .. نجعل 0 - 0١‏ - 72 لأنه توجد نقطة انقلاب 


(0.....03- 25 + ه6 جه 0- 25 + (1) 66ج 25 + ه66 - (2)/ 

(1)...... 5ج ع -ق + 4م- 

يا 2)..... 0 ح ح + 2 - 30 

20-- 7[- 5 | 2 

3).... -ط2 + 606 

0 -28 - م4 

يا 3).... -ط2 + 606 

3 - -ح 5( ج 5 -2 ع 5 - 20 - 5 ج 1 - م + 10 - 1060 + 10 ع 0 + 1060 

9 جع ج 5 -(3-) +1-- 7-5 + هادع 

س6 . نتكن 5 - 62 ح (#) ثر حيث 0 2 16 برهن ان الدالة / لا تمتلك نهاية عظمى محلية . وزاري 1١7/دا‏ 
الحل : 

(نجعل 0 - (12) /) 5 ده د تيه + 22 - (0)] د 1رم - ثم - من / 


00 ل ح تيو جه قيو2 - دج جه و2 - 1 جه |0 - ع جعدا 
0-0 - - 


2د - 2 - مم2 - 2 - )زر 


( 
20 )2 
0 < 0)/ , 0 < 4-6 + 2 - 2-2-2-6 - كاز 
3 2-2-5 
“. الدالة / لا تمتلك نهاية عظمى محلية مهما كانت قيمة 0 . 
“.الدالة /مر تمتلك نهاية صغرى محلية مهما كانت قيمة 0 . 
س7 ٠‏ المستقيم 7 - 37 -38 يمس المنحني © + 2ط + 022 - 7[ عند (1- , 2)وكانت له نهاية محلية 
صكن “ا بس د جد قيمة 8 ع © , 8 , © وما نوع النهاية ؟ وزاري 70١6‏ / دا وزاري 70١١5‏ /دا 
الحل : النقطة (1-,2) تحقق معادلة المنحني 
(1).... 1- جع + 25 + 40 ج ع + (5)2 + 0)2(5 - 1- جد م ل برع + يوم ح برو 
'' للمنحني نهاية محلية عند * - ب ج 0 ح رز عندما > - ب 
1 
(2).... 0 - مجه جه ه - (+ ( 


“. نجد معادلة ميل المستقيم المماس من معادلته 7 - 7[ - 32 


)2 ج 0 - ( + بنه2 ب + +20 -ح رو 


- 
3 - -- ح ميل المماس 
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“. نجد ميل منحني الدالة عند نقطة التماس (اي نجد /[ عندما 2 - 38) 





6 + 40 ع بز ج [ + (2) 20 - ط + :201 - رو 


“' ميل المستقيم المماس - ميل المنحني للدالة عند نقطة التماس 


(3).... 3 -ط + 40 جح(« + 40 - رو 
(2).... 0 د ط + مه 





نعوض ل (؟) حدم جح 3 ح نم3 
نعوض 4# )١(‏ لإيجاد © 1- 6م ج 0 - زم + 1 
3- دح جح 1 جع + 2 ج 1- دع + 2 - 4 ج 1- دع + (1-)2 + (4)1 


3- 2ج ل شير حبر 


أمثلة اضافية محلولة 
مثال : جد ان وجدت مناطق التزايد والتناقص والنقط الحرجة وفيم نقاط النهايات للدوال الاتيك : 
3 - ثمر - () /ر (2 
(نجعل 0 - (2)'/) <6 - 3:4 - (2) '/ 
#22 , 0- ورج 0 - (2 -)ع« ج 0 دع - 2ع جح 3 + [0 -ح 6 - 312 
0 ع تراج 0 دع 26017 4- ح بر ج 2 دعر :6111161 
0 النقط الحرجة هي (0 , 0) , (4- , 2) 
النقطة (0, 0) نهاية عظمى محلية » قيمة النهاية العظمى المحلية تساوي (0) 
النقطة (4- , 2) نهاية صغرى محلية وقيمة النهاية الصغرى المحلية تساوي (4-) 
مناطق التزايد |[ 0 >2 : 12] 
12143222 


00 2 < عام 2 تناقص ٠‏ 0 0 > عد 7 
مناطق التناقص - الفغترة (2 , 0) لك كلك كلك ذلك كاك كك 


م ( + متجعحكد 


3 +22 ح ر(ع«)ثرر (ط 





2 + 0 [ لا يمكن جعل - 0مم) 2 - (من ر 
ار 
ل لا الي 
2+1 م 
2-4مر 0 (26) ر 9 
1 22 - 5يرزج يرق - 22 (1()28 + 2 - م402 - ته - رمرم 
2 -22) 0 41 م 7 - 22 0/ 
0 2- 


20 يي و ا ا 


1 1 
. التنقطة الحرجة -,0) تمثل نهاية عظمى محلية ( 2 فيمة النهاية العظمى المحلية دم 


رت > 2 زر 2 < ع : ع 
مناطق التزاية ىرق (0 , 2-) م”طي الامض وروي بن ) 


مثال : اذا كانت 2ح + #رط + 3 - (#2) /ر تمتلك نقطة حرجة هي (1,4) جد قيمة */ © 5 ثم بين نوع 


التفظة التحرسة . 
الجل : 
“يرم + يرم + 3 ح (2) /ر 
(عند الحرجة 0 -  )/)1<(‏ 262 + ط - (#2) / 
عند 1 2 0 دعع2 +د ما 
(1) ت... 0ح 26 دم 
(1,4 ) تحقق المعادلة تيرم + عيرم + 3 ح (2) زر 
١‏ 5 4 ع +م + 3 - 4 
ظ 1ش ل د 5 1 10 10 : 

(2)..... 1 »ع ++ ط 











(نجعل 0 -  )/')<(‏ 2*2 -2 - («)/ 
“. (4 ,1) نهاية عظمى محلية 1 -« << 2 ح- ,عد ج 0 - ع2 - 2 


مثال ؛ اذا كانت 522 + 23م ح (2) / جد قيمة 2 , 0 اذا علمت ان للمنحني نقطة انقلاب (2 ,1) . وزاري 07٠7/دا‏ 
الحل : 
(1,2) تحقق معادلة المنحني 

يرط + تيرم ح (مند) زر 


(1) ل 2 -م +ع ج 5)1(5 + 0)1(3 -2 
2 + 36:2 ع («د ) '/ 
(عند 1 -#) (0 ع- رد)") +6032 ح ر(د) "/ 


2 + |0 -ط2 + 60 





نعوض قيمة 0 4 معادئة  )1(‏ 1- -0 ج 2 -20- 

3 -<5 ج 22 -( + 1- 

مثال : اذا علمت ان للدالة 5 + 23م -ح (<) ثم حيث 1 © 7 , © نقطة نهاية عظمى محلية هي (2 , 1-) 
جد قيمة 0,2 . 


الجل : 
5 + 2يع3 -ع ماع درط + تيم ع (2) /ر 


(1)... ... ... ... 0 - م + ع3 ج 5ق + 1(2-)30 - (1-)/ 


(1,2-) 3 للمنحني 0. النقطة تحقق معادلة المنحني 


دط + تيرم ع (2) /ر 
(8...........02 - ه- 2 ج (1-)م + 1(3-)4 - 2 
(1).......... 0 دط + 30 





بالجمع 
3- حم ج 0 م + 3 ج 0 - 5م + (1) 3 ج 1 ح م .. د 2 - 20 
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حلول الاسئلة الوزارية حول ايجاد التثوابت 
س : اذا كان (1,6) تمثل نهاية صغرى محلية للدالة 4( -2) + 22 © - (8) / جد قيمة كل من 0,8 
الحقيقيتين الموجبتين . وزاري 1١9948‏ / دا 
الحل : "“ (1,6) تحقق معادئة الدالة وال مشتقة عندها تساوي صفر 
-2) + عه -ح (2) زر 
+( - 1) + 1(2) © - 6 
(1) ...5 +28 -1+ عه -م6 
0 - (م -2)1 + (20)1 ج ([ - ع) 2 + ج20 ح (ن) زر 
(2)...... 1 -م - » ج 0 - م - 1 + 0 2 ج | 0 - ز 2 - 2 + 20 
0 -6-م-5م جه 5م + 2 -1 + 1 -م -ح 6.. 
0 -(2 + 3()6 -6) 
2 - 3-1 - 0 جح 3 عم جح ( - 3 را 611111 
يهمل ‏ 2- -( 7 جح 0 - 2 + م 01 
س : اذا كان منحني «#© + 2 5 - 3 - (2) كر يمر بالنقطة (2- , 2-) وكانت للدالة نقطة أنقلاب عند 
2-1 جد قيمتي كل من 14 © © , 2 ثم جد نقنطة النهاية العظمى المحلية للدالة كر. وزاري 999١1/د"‏ 
الحل : "“ (2-,2-) تنتمي للدالة فهي تحقق معادئة الدالة 
مدع + تيرق - ثرو ع (2) /ر 
2 + ع2 -ط8-4- -2- ح(2-)ع + 2(2-) 5 - 2(3-) -2- 
(1)...... 3-م-2- جح مح 27 4 - 1 
ع +ع 25 - 322 - )زر 
3 -< مدت 6دم2 جه 020 - (1) 6ج 20 -62 - (2)/ 
9 حدم.. جح 3 حدم 6 جح 3 حامح (3) 2- 
9 -ع« 3222-6 - 00م جح (9-) +ع (3) 2 - 322 ح (من) زر 
0 - 3-ع2- تيج جه 3 ب [0- 3122-6-9 
0 - (1 +3()2 -2) 
3 - ج 0 - 3 در 611111 
1- عع جح 0 - 1 دع 01 
92 - شرج 3 - ثير ح (ن) /ر 
5 - 9 + 1-3- -(1-)1(3-30-1(25-9-) -(1-)/ 
(5, 1-) نهاية عظمى محلية 
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7 تزايد ا تناقص 7 تزايد 


1 3 


ن ص دع 
س : جد نققطة الانقلاب لمنحني الدالة 2 -37 - 5 - (2) / ثم جد معادلة مماس المنحني عند نقطة 
انقلابه . وزاري ٠٠١7‏ /د؟ 
الجل : 
6 - (2) ] 3222-3 - )زر 
“. نقطة الانقللاب (2-, 0) 2 -(0)/ر ج 0 دع ج 0( - 62 
3- -ح 3 -3)0(2 - (0)/ ح ميل المماس 
(0 ->2) 3- - 2 ل تراج رع -2) 11 ح ,رو - بو 


معادئة المماس 0 - 2 + 37 + 32 ج 312- ح 2 + رق 


للا تقعر (0) نتحدب 
١‏ 5 شو مالع ساني مشاه > | لله إشارة 06 
0 < عد () 0 > 
ن انقلاب 


س . لتكن 1 + بعرم + #يرم + تمر ع (#2) ث/ر . (1,2-) نقنطة نهاية عظمى محلية للدالة جد 

قيمتي 15 2,66 هل توجد نقطة أنقلاب للدالئة 9 وزاري ه١٠٠/دا‏ 
الحل . 2 “ (1,2-) تنتمي للدالة فهي تتحقق معادئة الدالة 

1 + 2ح + تيرم + ثير - () /ر 

1 + م م + 1 -2 

(2.....)1 ح مح -م 

وم حدم +(1-)ث 2 +1(2-)3 ج ع + ع2 + 322 ع (من) زر 

(1).... 2 - م م 

با ©.... 3-- ع + 25- 


1- جح عمج 2 حدعح - 1 1 م جح 1- -ح ل 
للا تقعر 0) تحدب 


1 
السام هر 1 ل > 


3 
1 1 
5 دج جه 2- <-در6 ج 0 - 2 + :62 ج 2 + 62 - 28 + 62 ح (يد) ‏ 
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1 +2 - 2ج بس ةم - (ع«) زر 
ا 388 1_ 0 لبن ترون قكيمت 51ب 
قله الفوو ل را ا ل سن وك ) -(, ) / 
س : اذا كانت 5(4 + «) - 22 © - (8) /ر والنقطة (2-, 1) حرجة جد قيمة 2 , 0 الموجبتين ثم 
بين نوع النقطة الحرجة . وزاري 7٠٠١9‏ / دا 


الحل : " (2- , 1) تنتمي للدالة فهي تحقق معادلة الدالة 


+ 1) -4 ح- 2 

© -28 -1 -2 - 2- ج (ث2م + 28 + 1) - 0 - 2- 

(0)1......... 25-52 دج - 1- . 

2 + 01 2 -2 -202 ج 0 - (م + 1) 2 - (1) 20 ج زم + 22 - + » 2 ح (ن) زر 
)2( ...85+ 1 © ج 0( - ع - 1 - م 


0 -(1 -2()6 +5) ج 0- 2 -م +4م ج 24م -26 -ع + 1 - 1- .. 
يهمل ‏ 2- حدر جح 0( - 2 +[ 6111161 


2 - 0 جج 1[ 1 حب .. - 1 حدر ججح 0 - 1 زر 01 


:. (2-,1) نهاية صغرى محلية (1 +2) 2 ع4 - من رز 
8 كقلح هلع نه سد سند » 779 لله اشارة  )3(‏ 
1 < 2 1 1 >2 
ن ص 


س : اذا كان المستقيم 28 - 97 + 07 مماسا للدالة 1 + 8:2 ل 5ه ح (2)/ر عندالنقطة (1 , 3) 
جد قيمة 8,0. وزاري 9١٠٠/د"‏ 

الحل : ' (1 , 3) تنتمي للدالة فهي تحقق معادئة الدالة 

1 + يرم + تيدم - (مند) ر 

1 - 6)3(35 +  5)3(5* + 1 

9 + | 9 + 276 - 0 ج ]1 + 98 + 270 - 1 

(1).......... ...... 0 عق + ه36 

ميل ال مماس 68 + 27 ع (25)3 + (30)9 - (1/)3 ج يرط2 + 3022 - (2) / 


0 9 - معامل 2 
حم جح بت حت حم ال مما 
1 577 ميل المماس 





|2706 + 6- 91+ 3 
66 + 28 - 0 ............ )1( 





نعوض ‏ ؤي المعادلة )١(‏ 1- -4 ج 3 - 30- 


3 -م ج 0 -م + 3- ج 0 عع + (1-) 3 .. 


1 
س : اذا علمت ان لمنحني الدالة -- + :02 - (3) / نقطة نهاية صغرى محلية هي (10 , 3) فجد قيمة 
ع (ا, 0 . 


الحل : النقطة (10 , 3) تحقق معادلة المنحني والمشتقاة عندها تساوي صفر 


(07»2) /آ 1 1 
(5....)1 + 66 20 جب 10-306+2 جرم +301 - 10 جر + ننه - (2) / 


سكس ع - وج 2-(1 - بوم -ه - ه)[ د 1-(1 -ين باج عه - 0 / 
(4») 4 4 4 

ل ل ا ا ل ب ا ا عن 

(20....)1 - م +»6 

(2).... 0 ح- طا - م4 


2 - 0 ج 20 - 100 
8 -<م ج 0 -ط -(4)2 


رسم المخطط البياني للدالة 
لرسم المخطط البياني لأي دالة معطاة نتبع الخطوات التالية والتي تمثل النقط الاساسية للرسم : 
١)اوسع‏ مجال للدالة ؟) نقنط التقناطع مع المحورين *) التناظر ؛) المحاذيات 
5) دراسة (3)/ وما ينتج عنها 5) دراسة 160 وما ينتج عنها )'٠‏ تحديد النقط الخاصة بالرسم ومن ثم رسمها 
)١‏ أوسع مجال للدالة : 


* كثيرات الحدود : اوسع مجال لها - 74 . 

* الدوال الكسرية : القيم التي تجعل المقام - صفر / 14 

* الدوال الجذرية : 0 < القيمة التي داخل الجذر 

؟) نقط التقاطع مع المحورين : وهي على نوعين : 

*» التقاطع مع المحور الصادي : لإيجاد نقط التقاطع مع المحور (07) نجعل (0 - 1) لإيجاد قيم '[( . 


*» التقاطع مع المحور السيني : لايجاد نقط التقاطع مع المحور (:32) نجعل (0 ح '[() لايجاد قيم 3 . 
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مثال توضيحي : جد نقاط التقاطع 





دك - ثير - (رمد) [ (06 
0 ع مر ج 0 حر 
0 - (2 + 2()2 - )ع ج 0 - ر(4 - تمع ج 0 - ع4 - ثر ج 0 - بر 
“. نقط التقاطع (0 , 0) ,(0 , 2-) ,(0 , 2) 


") التناظر : وهو على نوعين 
2) يكون المنحني متناظر مع المحور الصادي اذا كانت اسس المتغير (2) كلها زوجية اي ان (3) / - (<-) ر 


0) يكون المنحني متناظر حول نقنطة الاصل اذا كانت اسس المتغير (:2) كلها فردية اي ان (2) #[- ع (2-) /ر 


51 
2 - قير - فيو ج حك - 02) - 4() 2 (-)/ جح د - تيو - غير - (:3)/ 10 
(مد-) ] ح رت / 
[2 - قو]- د وج + قر - )2 - 23-) - (-)م جح :2 - قير - ()/ (2 
() - ح رد ر 


:) المحاذيات : دراستنا للمحاذيات تقتصر على الدوال الكسرية فقط 
* المحاذي الافقي الموازي محور السينات : تكون معادلته هذا العدد هو حاصل قسمة معامل الحد الاكبر 
درجة من البسط على معامل الحد الاكبر درجة من المقام بشرط تساوي الدرجتين . 


2 
+ المحاذي الشاقولي الموازي حور الصادات : نجعل الدالة بدلالة المتغير اي نجعل 5ك ح :رز ثم نجعل 0 - (2): 














() 1 
ونجد قيم (2) فهي تمثل معادلة المستقيم الشاقولي . 
4 371 
2 ريد 1 
ح 010 
المحاذي الشاقولي 2- ح دعر جح 0 - 2 + عر 
الحاذى الافق ‏ 3 انو د33 دن هي 32-4 ب 
لحادي الاففقي سر دار جح 00-7 
3 +2 
- 30 2 
جح - 00)] (2) 
المحاذي الشاقولي + 2+ د72 جل 0 - 4 -12ر 
المحاذىي الافظة 0 ح 2 2 2 حت نساوى الدرجتب ته 2 
لحاذي الافقي : و 0227001 ودوا وي الدرجدين ول ال 
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3 +324 2ن )م (3) 
عطلل ل ح (2 
5 -ع 
المحاذي الشاقولي . 5 -8« جح 0 ع 5 - نر 
تالاه 0 1 1 تافل #البست ل ل لتقي _ قلسقلتة - ويرام 


مثال : أرسم بالاستعانة بمعلوماتك 2 التفاضل منحني الدالة ‏ 1(4 --24) - () /ر 
الجل : 
1) أوسع مجال للدالة - 14 


2) نفاط التقاطع مع المحورين 
١)المحور‏ السيني  .‏ 1+ -<2 ح 0 -1 - 2 جح 0 - 1(2 - 22) ج 0 - بر 
“. نقاط التقاطع (1,0-) , (1,0) 
*) المحور الصادي .+ 0) - 1 

. (0,1) نقاط التقاطع 2 1 - 1(2-) - 0(2-1(2)) - تر 
3) التناظر : الدالة متناظرة مع المحور الصادي لأنه (8) 2 - (-) /ر 
4) المحاذيات : لا يوجد محاذيات 
5) مناطق التزايد والتناقص 

د4 - 35ر4 ح مر2 . (1 - 22) 2 - رو 


4+ [0-مع4 - ة3عن4] ج 0 - رز 


0 -(22-1)عج جح 0( جع تر 


نقطة حرجة مرشحة ‏ 1+ -72 رو 0 - 2 
(1,0) , (1,0-) نقطة نهاية صغرى محلية 0 - *21(5-1[5+)] د برج 11+ - ير 
(0,1) نقطة نهاية عظمى محلية 1 - 1/5-*0(/5)] - بر 0 - 2 
7 ا 7 ١‏ 
ل ا اتات تر را 
اشارة (/2) / 
1 0 1- 
مناطق التناقص [1- >2 : 12 (0,1) 
مناطق التزايد ‏ [1 < 7 : 1] ب (0-1,0) 
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جم 2١‏ متجعحكد 


6) مناطق التحدب والتقعر 


_ 0 1212-4 - “بر 
13 213 
ش52 2-5-5-5 + سه لد 4 + [0 -4 -122 
جح ل ل لل ل سه 
إلا 06 إلا 1 
لدا+ ديج جح 0 - 1 -31:2 
1/3 
- كت - 12ج - برج ةزو #كدى)] - 
داح لل د) جح لدامد|] جح جح 0-0 حدةد ح 5 5د ب ببلل ‏ سس من 
9 3 0 ل 1/3 0 
نقناط الانقلا 3 8 3 2 
ب و” ونأ ” 9 3/, 
1 


مناطق التقعر [ج < ند : ] , (2 - > > : +*) ١‏ مناطق التحدب (2, 4-) 
7)الرسم البياني 1 


01,0( 





مثال : ارسم منحني الدالة باستخدام معلوماتك 4# التفاضل 25 ع (2<) ر 

الحل : ا 
1) أوسع مجال للدالة - غ1 
2) نقناط التقاطع مع المحورين 


» المحور السيني نجعل 0 - [ 
النقطة (0 , 0) 


» المحورالصادي نجعل 0 - 2 





النقطة (0, ١  )0‏ (0-”(0) ح لآ 
3) التناظر 
الدالة متناظرة مع نقطة الاصل لأن 
() /- - (*) / 
0ه ر- - تب د 5د-) - («-) / 
4 _عداديةالتورة للبنين ابابل( للك © ___077207105007__< 


جم 2١‏ متجعحكد 


4) المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
0 ديرج 0- م5 ج ك5 - ور 
لا توجد نقناط نهايات والدالة متزايدة 2 [0 > 3 : 282] ,[0 < 72 : 2]) 
0 7 
(0, 0) نقطة حرجة لا تمثل نقطة نهاية 1-7 0000 
6) مناطق التحدب والتقعر 
0 -ع جح 0- 2023 ج 2013 ح و 
“. (0, 0) نققنطة انقلاب 0 - * , 0- 0(5) - بر 
الدالة محدية ل (0 > 12 : 12 
الدالة مقعرة ب 01 < 7 :11 


7)الرسم البياني 
)317 0 


81 نز ن] 


1 | 1 )1,1( 


اا ردخ اند اوت 





326- 
2+1 





متال : بالاستعانة بالتفاضل أرسم منحني الدالة 
الجل : 
1)اوسع مجال للدالة -[82/141-1 , 1- ح ير ج 0 -ح 1 ل ير 


/ )2( - 


2) نقاط التقاطع مع المحورين 


-_ 3512-1 
1-1 





١‏ - محورالسينات 0) ع 37 (5,0) جه 3 ديرج 32-1-0 ب 


؟ - محورالصادات 0 -ع1 (1-, 0) جح 1 بره تلك - (60)م 
3) التناظر : ' العدد (1) ينتمي الى مجال الدالة (1-) لا ينتمي الى مجال الدالة لذلك فال منحني غير متناظر مع 


محور الصادات وغير متناظر مع نقطة الاصل ٠.‏ 0. لا يوجد تناظر 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


4) المحاذيات : المحاذي الشاقولي 1- - 7 جح 0 - 1 + 12 


3 
المحاذي الافضي 3 - (ز جح 0ح 7[ 


4 1+*3- 382+3 _(38-1()1)-(2+1(03) ا 9 
م ري 0 لويم 2 -(ا/( 


0 < ميم , (1-]/ 8 ع 2 غيرممكن 0 - 4 


الدالة متزايدة [1- < 72 :217 (1- > 72 :172 ولا توجد نقاط حرجة . 


م 1- : : 
بس شه هس شا ل 000 * 1 +2) 4 - ر(مي) زر 
ا0101010101010ه11110كككتككككك الكت 
48- ءِ 
سبلل ح 35 (1 + #) 8- ح (82)/ 6١‏ 
ا د مم + لس سج ار 13 +2) : ( قار 
تحدب () تقعر للا غير ممكن -8-ه 0 - مم 
الدالة مقعرة [1- > 72 : «1] 4 





الدالة محديبة ([1- < 1 : 172 





“. الدالة لا تمتلاك نقنطة أنخلاب لأن (1-) لا ينتمي الى مجال الدالة . 


7 الرسم البياني 


ال ال الاك الاك الاك الك الاك لاك الاك لاف لاف لتك ١‏ لاف للا لا لكك سه سد سد سه م ا اه اه اه اه ا كه أ كه كه ار 





ير 


مثال : باستخدام معلوماتك # التفاضل ارسم المنحني --2- - [ 
الجل : 
1) اوسع مجال للدالة - 4/ 


2) نقاط التقاطع مع محور السينات ‏ 0 جح 0 ح 7[ . (0, 0) مع محور السينات 


نقاط التقاطع مع محور الصادات ‏ 0 -/ > 0 - 1 ,2 (0, 0) مع محور الصادات 
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جمة ١‏ + متجعكد 


3) التناظر مع الصادي : 2 © 3 8,3 © 7 7 


مي _ 6 3 
2+1 2+1ضصم) 0 (-) / 








() / - (*-) ث/ر متناظرة مع المحور الصادي لأنها زوجية 


معافق 275 النسطل 


4) المحاذيات : - المحاذي الافقي 1 بد جه 1 -2 دير 


معامل 22 للمقام 


لا يوجد محاذي عمودي 0 2د 1 + 22 


5) مناطق التزايد والتناقص 


(22) / 23 ع2 + 3ر2 1 (2) 22 -(م1()2 + دمر) / 
ررم جد > دكي جب ا ا ح () كر 
0 3 
107+ 2 - 
(0, 0) نقطة نهاية صغرى محلية 0 - ع ج 0 - غ21 
تزايد [0 < 8:27 9]) تناقص [0 >2 : 2 19) 
(1()2 + 2()22) 2 - (1(25)2 + ت2مم) ِ 
(1 + 22) تبرق - 1(5 + 2222 ِ 
0 اروص صم 
[*«8 - (1 + 1(]202 + 22 0 دء 
0 رض 2 -0/ 
“رمات 2 ه28 دميو ااءارء 
1 2 7 وهم -27/ 
بضرب الطرفين ذ الوسعطين 37س ب 


2 
يك 2 - 62 جح 0 - 22ر6 - 2 


ع جه 1 - 2 
حا إل د اكد ا إإآل 
8 2 


1 
/3 
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محدبة 4 |2 < ع “د |2- > دايا 


٠ 5 5‏ همه امه همه + 1 1 
مقعرة 2 الفترة المفتوحهة , -) 


تتا توب (2.3-) , 2 بع 
> ره ”و 2 2ي” ول 


مثال : ارسم بالاستعانة بمعلوماتك ف التفاضل الدالة ؛ 4 + 32:2 - مر ع (2) /ر 
الحل : 
1) أوسع مجال للدالة - ؟آ 
2) نقناط التقاطع مع المحورين 
4 ح بر ج 0 ح نر 
لا يمكن حل المعادلة ‏ 0 -4 + 32 - تير يج 0 - بر 
“. النقطة (4 , 0) نقطة التقاطع مع المحور الصادي 


3( التناظر : 
4 + 3:4 - 3ر- - 4 + 25-)3 - 23-) - )رم ج رع (م-) 3 م ع ع ١‏ 
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“. لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقفطة الاصل لأن : 
(20) ] + (د-)] , (00 /- عو رمد ) / 
4) المحاذيات : لا توجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية (اي كسرية) 
5) مناطق التزايد والتناقص 
(نجعل 0 - 2(0) /) 6 - 32 > (#) ]/ 
2 - 2 ب #0 0 -(2 -2#2اعج ج 0 -ع2 -ثعر ج 0 - ع6 - 3122 


(0,4) جح +4 دبر ج 4 - (0)ر 
(2,0) ج 0ح بر ج 0 - (2) / 





متزايدة 4 كل من [2 < 12:2 , [0 > 2 :2 
كر متناقصة 4 الفترة (2 , 0) 
. (4 , 0) نقطة نهاية عظمى محلية » (0 , 2) نقطة نهاية صغرى محلية 
6) مناطق التقعر والتحدب 
[نجعل 0- 60)/) 6-6 -2)/ 


1غ جج 62-6 جج ( - 6 -612 
(1.,2) ج 2 -ح بر ج ١‏ - (1) / 


مقعرة 4 [1 < :12:1 
/ محدية 4 [1 > 2 :12 
“. (2, 1) نقطة انقالاب 


7 الرسم البياني 





770705007 اا 








حل تمارين (5 - 3) 
أرسم باستخدام معلوماتك 4 التفاضل الدوال التالية : 
41 2 -*3 -10 -*) ر 
الجل : 
1) أوسع مجال للدالة - 2/4 . 
2) التقاطع مع المحورين 
(0,10) فان 0 - 0-0 -10 -(0) /م ج 0 - 


0 ع 2ع -«3 -10 ج 0 ح برو 
2-دتعج , 5--ح برج 0 -(2 -«)(5 +2) ج 0 - 10 -32 لقع 
نقط التقاطع (10 , 0) , (0 , 5-) , (0 , 2) 
3) التناظر : لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل . 
مر -عر3 + 10 -ح («-) /ر 
عر -ع«3 -10 -ح (2) /ر 
(:2) ] عد («-)/ ,2 (2) /- عع (عد-) ر 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة غير نسبية . 
5) مناطق التزايد والتناقص 







3 2 -3- -ح )زر 
2 : 
بل لل لل هه ديوه 3- - 22 ج 0 - :2 - 3- 
49 _ 40+18-9 _5_95رمىى. 5 2 : مد - 2 
2 4 4 2 4 /27 -10-/2)/ 
. 401 3- 0 0 0 
النقطة [ , -2) نقطة نهاية عظمى محلية 
3 3 
تزايد |2 - > * : 1 , تناقص |2 - < 2 : :د 9ا] 
ل : 00 0 »” 0 (02,0 (5,0-) 
6 2- -(2)ث/ر 0. الدالة محدبة دائما مهما تكن قيمة 7 ولا توجد نقطة أنقلاب . 


ارت لفعانة عالت 





72 3 +42 + 2 ح (2) ر 
الجل : 


1) أوسع مجال للدالة - 15 
2) التقاطع مع المحورين ٠:‏ عندما (0,3) 2- 3 -ح 3 + 0 -0 - (0) رج 0 -ح 1 
عندما 0 - (1 + «))(3 + «) ج 3 + ع4 + مر - 0 ج 0 - بر 
فإن (0, 3- ) , (1,0-) 
3 التناظر  :‏ 3 + 42 + 22 ع («-) /ر (م) رح عع زم -) ,2 (*)/ عع (عد-) /ر 
. لا يوجد تناظر مع محور السينات أو نقطة اللاصل 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 


+ + بج + 0 4 + <2 - (8)]/ 
2- -ر جح 4- - 22 ج 0 - 4 + 21 


تزايد [21- < 2 :2 11٠‏ » تناقص 2[1- >2 :2 17] 
6) مناطق التقعر والتحدب 
الدالة مقعرة ولا توجد نقطة أنقلاب 2 - ()/ 
1- -4-8+3ج 3 +(2-)2(2+4-) - (2-)/ 


(1-,2-) نهاية صغرى محلية 





امكرامم مر كك مكرهه 


207 











13 3+1 -1) - 2*) ر 
الجل : 
1) أوسع مجال للدالة - 1[ . 


2) التقاطع مع المحورين 
(0,2):. 1-2 +1-0(3) -(20)0/ جج 0 - 2 عندما 
 .0)2:,0(‏ 2-«ج 1 -عج - 1 جه 1- - 3م - 1) ج 0 - 1 + 3 - 1) جج 0 ح 7( عندما 
3 التناظر 1 + 05 + 1) -1 + 3((*-) -1) -ح (م«-) /ر 
لا يوجد تناظر ()ا/ عد («-) /ر : (2) - عد («-) / 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
(نجعل 0 -  )7)200‏ 02 -3)1- - (1-).22 -1) 3 - 20 ]/ 


نجذر الطرفين 


4ع كت وح يوي 1 كب 0 -25 -1) 3 

. (1,1) نقطة حرجة ‏ 1 -<1 +0 - بز جه 1 + 1(3 - 1) - (1) / هج 1 + 3م - 1) -ح (مد) /ر 
(<) كر متناقصة ‏ (1 < 2:7 1٠9‏ (1 > :2 9 10071000 

(نجعل 0 - 00)م) («-6)1 - )م ج (1-). ( - 1) 6- - )م (6 

1-1 +13 -1) - (01)/م ‏ , 1 - < 0 - 62-6 ج 0 - ( - 1) 6 

نقطة انقلاب مرشحة (1 , 1) 


مقعرة ([1 > 2:7 17 2 محدية (1 > 2:3 17 





هك كك هك ماهر 


1 77075007 ا 











4) تير - 2ر6 - (<*) كر وزاري 6١١١٠/دا‏ 
الجل : 
1) أوسع مجال للدالة ح- ]1 . 


2) التقاطع مع المحورين (0,0) 0 - 0 -0 ع-(0)/م جح 0 -ح 2 عندما 
0 ع رع - 6) ع ج 0 - ثر - يرم جحت 0 ح 7[ عندما 
0 - 2« أما 


6+ عدج ج 6 - 22 جح 2 - 6 أو 
نقط التقاطع (1/6,0-) ,ر (0/6,0) , (0,0) 


4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 


نجعل 0 -  )2(‏ 32 - 6 - (22) ] 
2 عدج جد 2-2يج جح 32-6 ج(0 - 322 -6 


05 -2 7 ./2 0 


نقطة نهاية عظمى ([41/2 , 1/2) 2 - 20/2 - 61012 < بر ج 2(3/) - 61/2 - (0/2) 1 

نقطة نهاية صغرى (41/2- ,  )-1/2‏ 40/2- - 20/2 + 61/2- ج 1/2(3-) - (1/2) 6 - (1/2) / 
()] متزديدة ب (17/2,  )-1/2‏ (#)] متناقصة ب [1/2 < 6:#] , [2/- > ند نند] 

نجعل 0 - (80)/ - +6- - (8)/ (6 

“. (0 , 0) نقطة انقلاب جه حح 0 -62- 


(<) رز مقعرة 4 [0 > 22 :2] 10 لل دس 
(3) /ر محدبة 4 [(0 < 2 :1 


7 الرسم البياني 


اشنا انك ند نب قن 5 





ناا 0 







(2لح4, 0/2 





اسه 


ملا حظة : التحدب بقدر التقعر ِل الرسم لأن التناظر حول نقطة الاصل . 


(2لح4-, 2/ى) 


209 











65 *-©06),/ 
الجل : 
1) أوسع مجال للدالة -ت [0) - غ1 


2) التقاطع مع المحورين 
0 ع 3 لأن 1 ع 0 الا توجد نقناط تقاطع مع محور الصادات 
0 # 17 لأن 1 ع 0 الا توجد نقناط تقاطع مع محور السينات 
1 
2 التناظر [2) - - (ح مثو »()/ - - (م«-) ث/ر التناظر مع نقطة الاصل . 
4) المحاذيات : المستقيم المحاذي الشاقولي 0 ح بد 
0 1 
المستقيم المحاذي الافقي 0 -برح - ديرج > - زر 
ه) مناطق التزايد والتناقص 


(نجمل 0 - )م لدت تسوب د (يوم ب لير - (0)/ 
2 0 با 1- 


"لسلس اللحدسة ص غيرممكن 0 - 1- > ج- - 0 


* توجد فجوة ولا توجد نقاط حرجةهة 


الدالة متناقصة بالفترتين (0 > 2 , *[ © < : 2!, [0 <2 , , 22 : 2] 


ماه كه نددتة 0 ع د 


(نجعل 0 - (7)2) 28-3 - (8)/ (6 
5 0 2 


ولا توجد نقناط انقلاب غير ممكن 2 - 0) جل - 0 


محدية [0 >« :1952 , مقعرة [0 << :6ا] 


كا ةا 
١‏ 

2 2 

1 1 1 








6 -2- رمم م 
الحل : 
1) أوسع مجال للدالة -ت [1-]) - 4[ 
2) التقاطع مع المحورين 
عندما (31-,0) ,1- برج 22 - (0) م ج 0 - 


عندما (1,0) ,1 -* جه - 1 - ع جه ند - 0 جه 0 د بر 


2) التناظر : لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل لأن : 





1 - 
5 ح رم« -) /ر 
(2) ] ع مد -) عر 2 , (#2) /- عو (د-) ر 
4) المحاذيات : 
المحاذي الشاقولي ‏ 1- -2 > 0 - 1 + نر 
1 
المحاذي اللافقي جره عار 
5) مناطق التزايد والتناقص 
(1(.)1 -2) -(1(.)1 +2) 1 
متكت حاتت تت ح 30 
(1 +2) 
28 1 دع« 1 +2 
لا توجد نناط لت كا السك داتس 0 
دوجا قا 0 0 رع دي 2 + م 


تزايد [1- >ن > 1- :2«) 
7 1 اير 
+ م م سس سه + بس مس سس به 





3 3- + »م)4- - )م جح 2-(1 + »)2 - )م (6 
للا غير ممكن 0 


محدبة ‏ [1- < 2 : عد 


مقعرة ا [1- > 2 : :1] 






7 الرسم البياني 


00 





770750077 10-0 





77 *(1 -*)(2 + 2) - 0 / 
الحل : 
1) أوسع مجال للدالة - ]1 
2) التقاطع مع المحورين 
(0,2) 2 مرج 2.1 - 1(5 - 2()0 + 0) -ح (0) / ججح 0 - 2 عندما 
2()2-17 + 2) -ح 0 > 0 -ح 7[ عندما 
2- ح عر ج 0 - 2 دعن 6111161 
(2,0-), (1,0) 1 -« جه 0 - >1  )«2-‏ 1م 
3 التناظر . 1(*7 --)(2 + «-) - (-)/ر الا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 


(نجعل 0 - (2)/) 12.1 -2) +(1 ->2) 2(.2 +<2) ح مد زر 
0 - (1 +2 - 22ع) + (2 -2()22 + ع) 

0 1 +22 - شير + 4 ع2 + 21:2 

32-3 0 


3 
1+ دعر جح 1 ح ثر ج 0 - 1 - 22 ج 0 - (1 -3)22 


نقطة حرجة وتمثل نهاية صغرى (0, 1) , نقطة حرجة وتمثل نهاية عظمى (4 , 1-) 
0 ع بورج 0 - 1*5 -2()1 + 1) - (1) /ر 
4 - رج 4 - 14 -1-)(2 +1-) - (1-) /ر 
(3)ثر متزايدة (1- > 2 :123 ,[1 < غ2 :د 
(7) / متناقصة 4 الفترة المفتوحة ([1,1-) 
(1 -82* 3 - 00 (6 
(نجعل 0 - ()/) 2 (28) 3 - (2) / 
0 دع« ج 0 ع-ع612 
(2 , 0) نقطة أنقلاب 2- مز .. 1(5 -2()0 + 0) - (0)/ 
(2) ر محدبة ذ [(0 > :2 :2] بد ديد يبب 0 
(3)ث/ر مقعرة ذ [0 < 22 :1] نا 


7)الرسم البياني 


الك ناذا لكك الك الك 








12-1 
12+ 1 8 


الجل : 
1) أوسع مجال للدالة - 1 لأن 8 © 1- -ح 2 جب 0 - 1 + 2ير 


/ )8( - 


12-1 


2) التقاطع مع المحورين + د -ح 0 


2+1 0 
(1,0(,)1,0-) 1+ عدج جح 1 - تير 3 0 1 تير 
(1-,0) , 1- ح مرو ج 0 ح ير 


3) التناظر .(#) ثم - َي - (2-) 6< التناظر حول محور الصادات لأن (3)/ - (<-) / 


4) المحاذيات : 
لا يوجد مستقيم محاذي شاقولي 1- - 22 جح 0 - 1 + 2ير 


1 
المحاذي الافقي الك كار 


5) مناطق التزايد والتناقص 





2-0 ده +22-1(.2) -822+1(.22) ا صر 
نجعل 0 - (2) ور , ا ار اس رلور 
نقفطة نهاية صغرى (1-,0) 1- حبر جح 0 - ج 0 - 42 جب 0 
() ر متزايدة ب [ 0 < 2 : :3] 7 0 ١‏ 
م دخا ب مدت 
(3)/ر متناقصة 4 [ 0 > 22 : :] 
22 . (1 + 26) 2. ع4 15.4 + 82 0 جاءء 
لبي ك2ئة3ة7 ااال 
(1 + 22 162 - 15 + 42822 0 6ع 
14 + 2) ح- (2) /ر 
[“*<16 - (1 + 1(]4)22 + نمم 00 
14 + 2) - (3) / 
162 4 ل 2ر4 ِ 
(نجعل 0 - (2) /) لح للا رار 
4-122 
02+13 
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22-2 ج 4 - 2ر2 12 ج 0 - 2ع 12 - 4 


, 5-0 0 2 
2 


2 
133 ل 8-.م 
2< 


8 شير - ع2 -ح (2«) ر 
الحل : 

1)اوسع مجال للدالة ح ؟]آ 
2) التقاطع مع المحورين 





(0,0) , 0 ع (0 -0) ع-(0)يم جح 0 - 2 عندما 
0 222-24 ج 0 -ح بر عندما 
(0, 3/2 , .3/2 عير كت 22 دعر كت وريز جح #يورك ةيده 
3 التناظر (7) / -ح 4ير - 22 ح («-) ثر التناظر مع محور الصادات لأن : («) #- ح (*-) /ر 
4) المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
(نجعل 0 - (8)/) 2 5ي«د4 - 42 - () ]| 


4 
0 ع (2ع - 1)« ج 0 -ح ثير امع ج 0 ح 5ر4 - عر4 
0 دعر 6111261 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 07707105007« 








1+- ع« جح( - (2عر-1) 11م 
1 - بره 1 -2-1 -(1)/ 
0 ع بورج 1 -ح 0 - 0 - (0)/ 
(1, 1) نقنطة نهاية عظمى محلية 
(1,1-) نقطة نهاية عظمى محلية 
(0,0) نقطة نهاية صغرى 
(:3) ر متزايدة بذ [ 1- > 2< : :12 , (1, 0) 
(2) ]/ متزايدة بذ [ 1 < 2< : 2] , (1,0-) 
(نجعل 0 -  )/)(‏ 12220 -4 - (#)/ (6 
4 - 1212 جح 1212-0 4 





6 








حب ع رار 
الجل : 


1) اوسع مجال للدالة - 1 لأن 0 2د 3 + 12 
3) نقناط التقاطع مع المحورين 


(0,2) , 2 - كك - (0) ير ججح 0 دير 


6 # 0) جه 0ك 

12-3 
1 6 

2 التناظر : (3) 1 يه - (-) /ر التناظر مع محور الصادات لأن ()) - (-) /ر 

4) المحاذيات : 


لا يوجد محاذي شاقولي 0 عد 3 + 2ئر 


0 
المحاذي الافضي 0 - 17 جل 0-7 


5) مناطق التزايد والتناقص 





1 _ 7 122- (6()2)-0 (2+3عج) 
(نجعل 0 - (2) /) "ويم ١‏ افيضم 0 - 20) / 
11- 
- 0 جح -- أ - 2 - ح يل داح- حخانسيد 
2 2 - (0)/ 0 0 12 0 2 + 02 
النقطة (2 , 0) نقطة نهاية عظمى محلية 2 7 
بجر ينوعد بد 0 اك 


الدالة متزايدة بالغترة [(0 > 1,7 © 72 : 2] اشارة  #)#(‏ لبلبلا ططببببب ىه 


الدالئة متناقصة بالفترة [(0 < 2 , 1#[ © 2 : 12] 


5 [(122)2+3()2)-]-(12-)2+3(2) 7 
ا له كس هاه سه شت كك ا 0 
(22+3) 


“2+3(4ر) 2+3(4ير) 


(تجعل 0 - (2)/) | 0- لصت 6 


23 





6- 
1+ - بج جه 1 تيرج 0 - 1 - 2ن جح 0 - 36 -361:2 
6_3 6 


2-2 جو - زح (1)/ 1-1 


62 


3 6 
2-4-2 2ص - 1ح (1-)/ 1-1 
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ا 1 اص يع لتلا كن 1- ع مك يلك سإد 


_ 
_- 


اشارة (3) / 


3 3 
.٠‏ النقاط (1.2), (1,3-) نقاط انقلاب 
(2)/ر مقعرة 4 !1 < 2:2 , [(1- > 2 :1 


(:3) / محدبة لذ (1 , 1-) 


7 الرسم البياني 





تطبيقات عملية على القيم العظمى والصغرى 
ظهرت 24 الفيزياء الكثير من المسائل التي أدت الى تطور حساب التفاضل والتكامل ومن هذه المسائل مسائل حساب أقصى 
أرتفاع تصله قذيفة أطلقت بزوايا مختلفة أو اقصى ارتفاع يصله جسم مقذوف شاقوليا الى الاعلى أو أقل كلفة أو أقل 
زمن ومسائل من الصناعات مثل أقل مساحة وأكبر حجم وأقل محيط ؛ ... الخ . 
لحل المسائل المتعلقاة بهذا الموضوع نتبع ما ياتي : 
-١‏ نرسم شكلا توضيحيا للسؤال اذا كان السؤال يحوي شكلا هندسيا . 
؟- نعمل فرضية السؤال التي تعتمد على كلمة (جد ؛» ما هي ؛ عين ؛ احسب ؛» ...) اي نكون الفرضية على اساس المطلوب 
"- نكون علاقة رئيسية للدالة (اكبر ما يمكن » ابعد ما يمكن » اصغر ما يمكن » أطول مسافة » أقل كمية ؛ ...) ثم نيدأ 
بتكوين الدالة على اساس هذه الكلمات و4 أكثر الاحيان تكون هذه الدالة (قانون حجم ؛ مساحة » محيط ؛ 
فيثاغورس ؛ تشابه مثلثات » دوال دائرية » ...) أما اذا وجد اكبر تغير فيجب ان نجد علاقة اخرى : لحل السؤال 
(نجد علاقة مساعدة) (من السؤال او الرسم) . 
:- نشتق الدالة المشتقه الاولى ونساوي المشتقنة الاولى الى الصفر ونجد القيم ونميزها على خط الاعداد . بعض 
القيم تهمل اذا لم تنطبق مع السؤال او المطلوب من خلال الاشارة مثلا » و4 بعض الاسئلة مثلا يعطى ال مثلث فاذا 
كان المثلث خالي من مستقيم يوازي احد الاضلاع نستخدم نظرية فيثاغورس . اما اذا كان المثلث يحوي مستقيم 
06 00 


اذى احد الاة نستخده الننا لت 
يواري سامح 5 لساب 06 0 0 





مثال : جد عددين مجموعهما 8 وحاصل ضربهما اكبر ما يمكن . 
الحل : 

نفرض العدد الاول - ل 

نفرض العدد الثاني - 'ل 

حاصل ضربهما - 171 


8 -ع 7و + نر 
2 - 8 ح وق 
27 ->111 


111- 2)8 - ( 
111 - 82- 224  قتشن‎ 


(0 ح- 1م 28 -8 - 11 
28-8 ج 0 جدع2 -8 
العدد الأول 4 - 1 
العدد الثاني 4 - 4 -8 ع و 
مثال : جد بعدي أكبر مستطيل يمكن ان يوضع داخل مثلث طول قاعدته (112© 24) وإرتفاعه (112© 18) 
بحيث أن رأسين متجاورين من رؤوسه تقنعان على القاعدة والرأسين الباقين تقعان على ساقيه . وزاري 17١7/د؟‏ 
الحل : 
نفرض بعدي المستطيل ٠:‏ [, 3 
مساحة المستطيل - حاصل ضرب بعديه 
7 -ح 4 
العلاقة : تشابه المثلثان [)26 , “2113 (لتساوي زواياهما المتناظرة لذا تتناسب اضلاعهما المتناظرة وكذلك ارتفاعهما) 


0 


18-2 2 ا 8 و 


60 0056 24 8 


) و 4- مه 24 - 
ً ل 18 0 


(د - د18) 5 - [-همةٌ) وات رونو ح ار 








١ 0 ,‏ 
24 
7 2-0 )2 7 لاا 
نجعل دك 5 3 2ل 


3+[ هد ضه- هنر 


9 دع جح 18 ح- ع2 ج- 0 حدع2 - 18 
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تمه ١‏ معد 


مثال : صنع صندوق مفتوح من قطعة النحاس مربعة الشكل طول ضلعها 3171© 12 وذلك بقص اربعة مربعات 
متساوية الابعاد من اركانها الاربعه ثم ثني الاجزاء البارزة منها . ما هو الحجم الاعظم لهذه العلبة ؟ 


الحل : وزاري 7١١6‏ / دا 
الفرضية : نفرض طول الضاع المريع المقطوع - 26 
ابعاد الصندوقن - (228,3 -- 22,12 ---12) 

الحجم - حاصل ضرب الابعاد الثلاثة - 2()12 --12) - 7 

(2 4 + مر48 - 2)144 - 7 


ذبر 4 ل 2م 48 - مج144 ح رو 
العلاقة : لا نحتاج الى علاقة لأن المعادلة تحتوي على متغير واحد 
5 02 2 _- 017 
تجعل (0ه- 2 ) + :د96 - .144 - 22 
2 + [0 ح 2 12 +962 - 144] 


12-2 
0 - (2 -*)(6 -2) جح 0 - 12 + ع8 2ن 
1 
لايمكن 6 - 13 :6111161 
12-2 
2 -< ير 01 
2 “011 405-128 - 212 - 7 
4 ا 7 
:30900 دقن سانه دنه منانه > ظ سه اصح سحو اد ظ 5 كال بعلم كه كله > اشارة (6) / 
6 2 
س : مخروط دائري قائم مولده 3712© 91/3 جد ارتفاعه لكي يكون حجمه اكبر ما يمكن  .‏ وزاري 7٠٠١‏ 7/دا 
الجل : 


الدالة ال - 17 
العلاقة ‏ 9:0/3(2) -2 1/27 
نعوض لف الدالة 2 “7 243 -1:2 


1 
17 - 2 3 - 





1 
(83 -2431) - حم 
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جة ١‏ 2 متوعكد 


(نجعل 0 -ح '2) 37112 - 243) 2 - أن 
5+ [0 - (382 - 243) | 
ارتفاع المخروط هو 1128© 9 -/ 7 81 - 2 7 0 - 82 -81 جح 3 + [ 0 -382 - 243] 


مثال : جد بعدي اكبر مثلث متساوي الساقين يمكن ان يوضع داخل دائرة نصف قطرها 1260177 ثم برهن ان 


نسبة مساحة المثلث الى مساحة الدائرة كتسيد 313 / 
الحل : 
نفرض ارتفاع المثلث - 1/ 
نفرض طول قاعدة المثلث - 223 نا 
الدالة : مساحة المثلث - : القاعدة * الارتفاع 
1 
2211 2 - " 


(1)....... 8ع - 4 


العلاقة : المثلث القائم الزاوية “عر + 12(5 -2) - 2م 


بر + 1440 + 241 - 75) - 12(5) 
غير ل .144 + :247 - نز - 144 
0 ح شمر ص24 - ثم 


7 م247 ح غير 
(2)........ 82 -248/, - 
نعوض (2) 4 (1) 
2م - «24/رمم - 4م 
مر - 243ل - 4 
014 ترب - 2م 572 04 


5 م  -‏ > ل م 
(نجعل 0 ورم كبو تررهوو/.2 01 


4 + [0 ح ث4 ثم 72] 
0 ح ثم ثكم 18 

0 ح (2 - 72)18 

6111161: [1 - 0  لمهي‎ 


نعوض 24 (؟) 18 -/م ج ( -ح ( - 18 01 
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مة ( 2 متجععد 


3 -248ل/. حمر 

(6) (18)/,. - 18(2) - (24)18/. - ع 

02 617/3 ح ير 

طول القاعدة 2 1/3 12 ح ( 617/3) 2 - 21 


مساحة المثلث 1121© 1081/3 - (18) 61/3- 7ع - ل 


2 جر ح إل 


مساحة الدائرة 
144 - 12(2)ج - 4 


21/3 0 10/3 0 مساحة المثلث 
45 144381 مساحة الدائرة 





مثال : مجموع محيطي دائرة ومربع (111© 60) أثبت أنه عندما يكون مجموع مساحتي الشكلين أصغر ما يمكن 
فأن طول قطر الدائرة يساوي طول ضاع المربع . 
الجل : 
الفرضية : نفرض طول ضاع المريع - 2 نفرض نصف قطر الدائرة - 1 
الدالة : المساحة - مساحة المربع + مساحة الدائرة 
“مجر + شير ح 4 
العلاقة : محيط المربع + محيط الدائرة - 0111© 60 
2 - |27 + ع4 - 60] 
22 - 30 ح 121 
:22 - 30 
1 0 
7 - 30 00 
للإج ل 2 جح تنرج2 ل غير ح 4 .. 
1 


1 


1 1 
(422 +120 - 900) - +22 - 22(2 - 00 عد فيج بح كر 


0 1 0 
[تجعل 0 2 (8 + 120-) 2 +2 - 24 


1 1 
ب ج | 0 -(8 + 120-) --+ 212 
2 1 
طول ضلع المربع 55 ح هر جه 0 -ح (4 + 2)« ج 0 - 42 + 60 - :1:1 


(ك - 30) ث2 - (بنك 2 - 30) 2 - [(2 - 30) ]2 - 27 - قر الدائرة 


11-4 1 11-4 


60 30 2 305+120-0/ 2 0 2 
:2 - [2) - رز ) - - لست | - ح قطر الدائرة 


11-4 1+4 1+4 
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جم ( 2 متجعد 


مثال : جد نقطة أو نناط تنتمي للقطع الزائكد 3 - 222 - 5[ بحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة (4 , 0). 
الحل : وزاري ١١١7/د"؟‏ وزاري 7١١“‏ /دا 


نفرض ان النقطة (/[, 3) 1 هي من نقط المنحني 3 - 26 - “1 بحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة (4 , 0) 
الدالة 7 رن + 0(2 -2) لل - 5 
العلاقة ‏ 3 - 2 يج #رنر 
6 + برق - بر + يول ح 5 
العلاقة من السؤال ‏ (*)... .12-3 - 2ن 
6 + برق - بو + (3 - 2بر)ل/. - 5 
3 + بر8 -212/. - 5 


(نبسد  )4-0‏ شك كه 
8 0 تر 3+برو2-8:و2./2 2 7ك 
8 - 417 


3 + برق - 2/2172 
نعوض 4 (*) 22 ح /ز ج 8 ح و4 جح 0 - 8 - 41 
1 -<4-3- 2(2-3) - 2ن 
النقاط (2 , 1-) , (2, 1) 1+ -#ج جه ] -2م 
ملا حظات : 
-١‏ يمكن القول عن دالة المساحة بي بعض الاحيان أكبر أو أصغر مسطح للشكل . 
؟- يمكن القول ان دالة الحجم أو السعة بي بعض الاحيان أكبر أو أصغر مجسم للشكل . 


حل تمارين (6 - 3) 
س1/ جد عددين موجبين مجموعهما 75 وحاصل ضرب احدهما 4 مربع الثاني اكبر ما يمكن . 
الحل : 
الفرضية : نفرض العدد الاول - 1 
نفرض العدد الثاني - 'ل 
حاصل ضرب العدد الأول “ مربع العدد الثاني ح .[آ 


(1) 7 ح لآ 
5 - 7 ل ير 

,2( برو 75 ديع 
“بو .مز - 75) - ,رآ 
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درو - 72و75 ح ,رآ 

[نجعل 0 - ]) 2و - :150 - ]آ 

(3 ج) |0 - 2و3 - :ز150] 

0 ع (هرو - 50)«ر1 جد 0- 2ربر - :و50 

يهمل 0 ع رز *611]12©1© 

نعوض 2 معادلة (؟) العدد الثاني 50 -</1 لح 0 -7 - 50 01 


العدد الأول 25 - 50 - 75 - 2 


س2/ جد ارتفاع اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل كرة نصف قطرها 1128© 41/3 . وزاري 7١17‏ / دم 
الحل : 
الفرضية : نفرض الارتفاع - 211 نفرض نصف قطر الاسطوانة ح :1 نفرض الحجم - 17 
الدالة : قانون حجم الاسطوانة (هي التي نقوم باشتقاقها) 
حجم الاسطوانة - مساحة القاعدة * الارتضاع (1)........ 228 ثم - 7] 
العلاقة : نظرية فيثاغورس على المثلث القائم :)41 
42 ) - 2 ب 2 
8 - 2م ب كعم 
(02....... 2م 48 2م 


7 - 48)ج2 - ]1 
(82 -,آ[48)ج 2 - ]1 
(نجعل 0 -  )17/‏ (385 -48)ج27 -آ7آ] 


( 2 خ)[0 - 32 - 48]ع 2 





0 ح ثم - 16 ج 3 ج |0 - 382 - 48] 
يهمل 4- ح ]| 6111161 

نعوض ل )١(‏ 4 - / 01 

الارتفاع للاسطوانة ‏ 40/2 ح م جح 32 - 7,2 ج 16 - 48 - 72 - 48 - 1:2 


27 8 -ح (2)4 - 2/1 
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س3 / جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة قطرها 6111 40/2 . وزاري 73١17‏ / دا 
الحل : 
الفرضية : نفرض طول ال مستطيل - 23 ١١‏ نفرض عرض المستطيل - 227 نفرض مساحة المستطيل - [/ 
الدالة : قانون مساحة المستطيل (هي التي نقوم باشتقافها) 
العلاقة : نظرية فيثاغورس على ا مثلث القائم .)41 
(1)....... 37 .22 ع 4 
47) - شرو + قير 
2 ح شيو + شير 
مر 32 ح تبر 


4 


(2)....... 6ج - 7/32 ح بو 


نعوض معادلة (") 


0 


0 


(22 -32) /د2 - 4 
(2ج -2./22)32 - 4ل 
[ 43 -«2(]641) 
فهر - 21/3212 
0 ع (ثج - 16): ج (4 ج) [0 ع 3ر4 - ععر64] 


(نجعل 0 - 4) - 4 


تهمل 0 -غ2 6111261 
4 دج جح تيمل 4- ع جد 4+ دج ج 0 - 2ج - 16 01 


طول ال مستطيل 1117© 8 - (2)4 -21 
نعوض ف )١(‏ 
عرض المستطيل ‏ 1171© 4 - 1/16 - 16 -- 17/32 ع رق 
“ور 32 ح بوج2 - 4 
س4/ جد ابعاد اكبر مساحة لمثلث متساوي الساقين طول كل من ساقيه - 81/261112 . 
الجل : 
1 
الدالة : قانون مساحة المثلث (هي التي نقوم باشتقافها) مساحة المثلث - <” القاعدة « الارتفاع 


العلافك : ميرهنهة فيتاغورس 
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م 2 متجعحكد 


7 - 12 + تر 

72+ 12- 8 

2 - 128 - نز 

.ع نعوض )١( 2# )١(‏ (2)....... 12 - 1/128 - معز 


2 128/..] ح- 4 
(12)128-12/, - 4 
53 -.,2561 


نجعل 0 - / 7ت 1 
؛ ١‏ 14 -- ,217/1281 


0 3 -,2561 
4 - 21/128122 
(4 ج) [0 ح 41,35 - ,2561| 
0 - (] - 64)/,]آ 
تهمل ‏ 0 -]] 611161 
نعوض 9 )١(‏ | 8 -<م حت تهمل 8- 8 جد 28+ -1[ ج 64 - 1,2 01 
طول ضلع المثلث 1112© 16 - (8) 2 -,21 
الارتفاع 80111 - 1/64 - 64 - 17/128 ح /١‏ 
“011 64 - 8(8) - 2 ]1 ح ل 
س5 / جد اقل محيط ممكن للمستطيل الذي مساحته 1115© 16 . 
الجل : 
الفرضية : نفرض طول المستطيل - 3 ١‏ نفرض عرض المستطيل - [ نفرض مساحة المستطيل - 4 
نفرض محيط المستطيل - ث][ 
الدالة : هي محيط المستطيل (هي التي نقوم باشتقاقها) ‏ محيط المستطيل - 2 * (الطول +العرض) 


(1)............... (37 + )2 حمر 
العلافقة : مساحة المستطيل 
16 
نعوض (؟) 4 )١(‏ (2) ...ع د ح رو ج بود - 16 ج برع - 4م 
4 16 
2 [2ب+ع) 2 حامر 
2 


(1 16 +«)2 حدم 
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1 2 +22 حدم 
(نجعل 0 - '27) 2-2 حاط 


(2 ج+) [32825-0 -2] 


16 16 


2-6 جل 1 - 2 ج0 - حص -1 ب 0 1-162 


نعوض 4 )١(‏ 4 - 2 جح بالجذر 16 - 12 
16 


4 
4 كل 


371 16 ح (4 + 2)4 حدم 
س6 / جد حجم اكبر مخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطر ها 2112© 3 . 
الجل : 
الفرضية : نفرض ان نصف قطر المخروطظ - 21 نفرض الارتفاع للمخروطظ - 1 <١‏ نفرض الحجم - 1 
الدالهك : فانون حجم المخروط 
(1).... ...21ح - [7] 
العلاقة : مبرهنة فيثاغورس للمثلث القائم الزاوية )113 
4) -ح 3(4 -77) 4ن 
9 - 2-69 شمر 


2( ل 82 - 8م - 2م 
1 1 1 
(قه - قو6) 2 د راقط - زم)م 2 - مح د ر 
3 3 3 
1 
1 (نجعل 0 -  )'‏ (128-382)- - "را 





1 

(3) [0 -(128-38) ج] 
350 ج) 3842-0 -127211 
0 ح- (ظ« - 4) م ج 0 ح ثم - 41 
يهمل ‏ 0 ع-[! 1111© 


نعوض 4 معادئة (؟) الارتفاع ‏ 4 - / جح 0 - 7 - 4 01 
8 - 24-16 -ح 4(5) - (6)4 - 2 


نصف القطر ‏ 21/2 - 1/8 ح :1 
32 1 
0003 حت (5)8()4 2 -آ7آ 
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س7 / جد معادلة المستقيم الذي يمر من النقطة (8 , 8)6 والذي يصنع مع المحوريين 4 الربع الاول اصغر مثلث . 
الحل : 
الفرضية : نفرض النقطة (3,0) نقطة تقاطع المستقيم مع المحور السيني 
نفرض النقطة (7, 0) نقطة تقاطع المستقيم مع المحور الصادي 
نفرض أبعاد المثلث ح- 37 , 3 نفرض مساحة المثلث - [/ 
الدالة : فانون مساحة ال مثلث 


(1)......... ... 37. ج ح 4 
العلاقة : قانون ال ميل (ميل 460 ح ميل '8)0) 


النقطة (8 , 6) 8 تنتمي للمستقيم ')/ 


5 8 8-0 
0 21 )2 _ 


غبم ف 5 ته 
طرفين ب وسطين 0 0-6 


22-1 


8- - 82 + 48 - بور - 637 ج 48- - (م - 8()6 - (7) 
0 ح- عر8 + روم - 637 











8- 
نعوض ©  )١(‏ (2)............ 2 ح بور جح ير8- ع (« - 1106 
03١‏ *4- _ «8- 1 2 1 ل 
ل 226 22.7 


الاشتقاق للدالة (معادئلة (3)) 


4# يرق + بر48- _ (1-) (2ج4-) - ررق )م - 6) - 


4 
06-1 06-7 
سس “دك + ر48- _ , 
[نجعل 0 - /4) 06-7 000 
1 48 - 412 
(4 +ب) [0 - 48 - ل 000 


0 - (12 ->©)عر جد 12-0 - شير 
يهمل ‏ 0 -ت2 :1111© 
2 - « اج 0 - 12 - نر 01 
(12,0) نقنطة تقاطع المستقيم مع المحور السيني 


4 8 0 8 _ لكك 
221 ل بر 


3 6- 6-120 بر رع 








0< - )0 ع روجو - بو) 
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(6 -4)2- - 24 - 33 3 م 2 - رو - بن 


4 + ر4- - 24 - 33 
0 - 48 - :و3 ل ع4 

س8 / جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة 242 - 12 - (24) / ومحور السينات » راسان من 
رؤسه على المنحني والرأسان الاخران على محور السينات , ثم جد محيطه . 
الحل : 
الفرضية : نفرض طول المستطيل - :23 نفرض عرض المستطيل - ( نفرض مساحة المستطيل - 4 
الدالة : قانون مساحة المستطيل مساحة المستطيل - الطول ا العرض 
العلاقة : المعادلة 42 ع2 - 12 --(و 


229 - 2212 ح 4 

3ر2 - ع«24 ح 4ل 

(0 -'4) 24-6122 -ح '4 

4 - ثير ج 24 - 2ر6 ج 0( - 622 - 24 





الطول )©1١١‏ 4 - 22 - 011 2 ح نر 
8 - 12-4 -2(5)-12 ح بورج ير - 12 - برو 
1 +ع2)2 حدم 
71 24 -ح 16 + 8 ع (2)8 + (4)2 ع و2 + 42 دامر 
س9 / جد ابعاد اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه (112© 8) وطول 
قطر قاعدته (112© 12) . 
الجل : 
- 17 نفرض حجم المخروط - 1 نفرض نصف قطر قاعدتها - 1/الفرضية : نفرض ارتفاع الاسطوانه 
الحجم - مساحة القاعدة « الارتفاع 


العلاقة : تشابه المثلثان () 48 , 41(1) 


0- 6)8 - مرق 
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(2 ج+) 48-61 - مرق 
24-7 - :41 
41 -- 24 ح 3/1 
47 24 


1 
3 


..)2( 
24 47 


) 41م ح اجر ةم - 17 


: 


1 
(413 - 24.1.2( ِ -آ7آ 


1 
(نجعل 0 -ح '17) (122 - 01 2 - 17 





1 
0 -(1212- نكا 


(478 ج) [0 ع »ع4 - »ج16 | 
0 - 2م م4 

0 ع (م - 4)ن1 

©1161 13١: - 0  لمهي‎ 


دح دعم ج 1تنح 4 ع مر ج 0 - عر 4 01 
3 

س10 / جد حجم اكبر مخروط دائري فائم ناتج منه دوران مثلث طول وتره 0ك 61/3 دوران دورة كاملهة 

حول احد ظالعيه القائمين 

الجل : 

الفرضية : نفرض ارتفاع المخروط - 1 ١١‏ نفرض نصف قطر قاعدته - ”1 ١‏ نفرض حجم المخروط -ح 'آ 

الدالهك : فانون حجم المخروط 


العلاقة : مبرهنة فيثاغورس للمثلث القائم الزاوية 


(1) اج 4 ح نآ 
(6/3) - 2+ مم 
5 )2( 6 - 108 -2من1 
نعوض معادئة )١( © )١(‏ ادن" 
1 
727 - 08 - 17 
12 
(53 - 108) 42 
1 
(0 ع '7) ركط3 - 108) 3 ح ”17 


6+ - 12-36 ودورة رز هر6ة 
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يهمل 6- ع 1١‏ 6111261 


نعواض ل (؟) 6 - م/م 01 
2 - 36 -108 -108-62 -2 
71 0/72 :1 

7262671 





أكبر حجم للمخروط 1113© 144.1 - - - (72()6)- ب - 91218 -آ7آ 


س11/ حاوية اسطوانية الشكل مفتوحة من الاعلى سعتها 1183© (72 125) جد ابعادها عندما تكون مساحة المعدن 
المستخدم 2 صناعتها اقل ما يمكن . 
الحل : 
الفرضية : نفرض ارتفاع الاسطوانة - 1/ نفرض نصف قطر الاسطوانة -ح :1 
نفرض المساحة الكلية بدون غطاء - 4 نفرض حجم الاسطوانة - 177 
الدالة : فانون المساحة المساحة الكلية - المساحة الجانبية + مساحة فاعدة واحدة 


العلاقة : قانون حجم الاسطوانة ١‏ الحجم - مساحة القاعدة * الارتفاع 
(1)...... ...ج27 ل عر 21 ح لم 
0 27 عدج 125 جح ((عجر ةم ح ان 
1205 
(2) ان دم 


125 
ل )2 ح عر 2م ل وزع 21 ح 4 
جما > 1 


ج مر + 1-م, جر 250 ح 4 





([نجعل 0 - /4) 2 + 2-مرج250- ح 4 
125 5- مب 50 
#حج جح 7-0 + 7 ججح 0 -ع27 بد د ب 
9 9 
نعكوض 4 (؟) 7 5 حدم ج 125 - 3 
125 
5 1 0 


س12 / خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة طول قاعدته ضعف عرضها فإذا كانت مساحة المعدن المستعمل 
صناعته “11 108 جد أبعاد الخزان لكي يكون حجمه أكبر ما يمكن علمأ ان الخزان ذو غطاء كامل . 
الحل : 
الفرضية : نفرض عرض القاعدة - 1 نفرض طول القاعدة - 223 نفرض الارتفاع - 7[ 
نفرض حجم الخزان - [ 
الدالة : حجم الخزان 
(1)........ ... 7و ج22 ع (7) (*) (م2) - ]1 
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مة ١‏ 2 متجعكد 


العلاقة : مساحة المعدن - المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين 
2 + بور + 22) 2 - 108 
(2 ج) 422 + بوعد3) 2 - 108 
“2 + :د32 - 54 





54- 2 


- 3 2 0 

7 د بر جح 2 - 54 ح 311 
2 22 54 

(223 -ع«54 -  -‏ لل #يرج - 77] 

32 3 


2 
(0 ع '/]) (625 - 54) َ -] 


دن 


8 2 
(6+) 2-0هم -54 ك5 0 - (2,م -54) 2 


طول القاعدة 1311 6 - 22 جح 3171 حارج جح 0 - 22ج 90 


66 (2)9 --54 
عرض القاعدة 1311 .4 - - - 





09 (0200202020-303 
حلول الاسئلة العامة اليخاصة بالفصل الثالث 
6 

س6/ جد +5 لكل مما يلي : 
5و0 + 2 ؤو) ح نر رط 3 +52 - بو2 - #بوثمر رج 
( 05©) 2011 ع 7( (0 اعد 2| تتى ح بو © 
و ع (ندث* :1هغ) :11 1 || 7 2ج ع بوره 
(*”م) ومع ح بر رم 27 برع 

الجل : 
فكلاق خاضيل كدري دالكية 3 +52 -7و2 - 24روثمر (ج 


* 407 ج __ 2 2 01 3 
لردب 0 +5 --2.0 01 22071 


2ج جح - 847 رو _ 47 .3 
1ظث230 5 ---2.0 22 
01 
#رحرة - 5 - (2 - برتهو2) 2 
“بر ة:3 - 5 ك0 
2-بنرةعر21 2 ««ك 
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“(< 05 + +2« :«نخزى) ح بر (ط 


5 1 01 
نرتب (3 5111 -2 605)+(2 05© + :32 5111) 2 00 
10000000000 2 
مشفهة داخل الفوس 
: . 0 
(51113 - 2 05©) (2 205 +2 5111) 2 - ل 
011 
: . 01 
لدينا 511141 -2 6082 -:1 2052© (ة ومع - عر 11 ى) 2 - : 
0 
27 ح لت 
011 


حاصل ضرب دالتين اعد 2| 1 تتى حبق © 


01 1 

22. ©©. |:25| 1 + 2 و تو 0 
1 0 

اعد 2| “توميو 2 + فتق 5 5 

01 2 


(<2 05©) 011 ح 7 (0 


هذه دالة واحدة فقط حيث أن 3 005 هي زاوية 10111 


01 
(2وم»ع) ©5622 د 
01 
| 7“ ح مر هه 
1 01 
. |عة| 772 ا فين 
2 01 
|| 112 ع221 لد عد ا 
01 


ح (مدث «١تمغ)‏ 111 1 
1 ح المع 11[ (* :017غ) +17 ح بو 


(2 8011) +11 2 ع رو 








01 
مر ع5 . كه 
1 10111 01 
“562 2 41 
77 
م كتوق 
د كان إن 
((1) خم ل جم وتنم ب عم ب ((1-) ب*نم ل تتم) .ته - تم) _ بول 
0-1 تم) دك 
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(* م + كم)(* م + ت2م) (* م تم) 65-865 ا 01 


2م ل تق) 01 
00 اساي ساس 02 
اه عواس م نت ) يدك 


22م ب تلق تى 2 ل تكى) 22ج ل 3دى تق 2 - تكع) 0417 


م ل تق) دك 

4- ع 2 انتج ل 3ج ا 2س خقج _ 4 

2م عو) 0-2 نتق) 01 
(*آع) ومع ح تر (ط 

01 


2 3ت , (*73ع) 5111- 0 
مشتقنة الزاوية 
س7 / استخدم مبرهنة رول ثم مبرهنة القيمة المتوسطة لإيجاد قيم © للدالة 
[2,2-]ع 2« , 2ر2 - كع ح (ن) زر 
الحل : أولا : 
)١‏ الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة [2 , 2-] لأنها كثيرة الحدود . 
*") الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2 , 2-) لأنها كثيرة الحدود 
*) نجد (2),/ , (2-)/ 
8- 16-8 -2-2(5 -2(4-) - -(2-)/ 
(2-)]/ ح (2) / 8 -2)2(/5-16-8 -2(5) -(2)/ 
كيك رار 
4 - تر4 ع (من) رز 
عندما تكون مبرهنة رول متحققة فإنه يوجد على الاقل قيمة واحدة ل 0 بحيث أن 0 - 0 )ر 
و دع 4‏ 4 - نر 
0 ح- (1 - ع4 
0م جح 0 -دع4 ع1[ 1ه 


(2,2-) ع 1+ عدم 1د دنم هج 0 - 1 - نم :رم 


ثانيا : الدالة ضمن الفترة المعطاة تتحقق مبرهنة القيمة المتوسطة 


_ 0 - (ط)/ 
() 1 -060 ىو 
: 0 _(8-8 _(م/-رط)/ 
ميل الوثر 0 له هدم 020 5-0 


2د "يو كارووار 
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4 - 3ر4 ع (من) رز 


ميل ال مماس - ميل اكلوتر ميل المماس ع4 - 43 - (ع) ر 
0 ح- (1 - ثمع)ع4 

0 عدم ج 0 دع4 1121© 

(2,2-) ع 1+ عدم 1 دثم هه 1-0 - ثم 01 


س8 / 5 +42 - 24م ح ()ثر دالة تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [5, 1-] فإذا كانت 
2 ح © تنتمي الى الفترة (5, 1 -) جد قيمة 4ل © ,0 
الجل : 


'“الدالة ث/ تحقق شروط مبرهنة رول (5) / - (0) / 
5 + ع4 - ثم - )زر 


5 + (1-)4 -1(5-)0 - (1-)/ 
9 +» - (1-)/ 
5 + ط4 - 2م -ح (رط) رز 
 /)-1( - / )(‏ 
5 + ط4 - 4طع -ح و9 لعن .. 
(1) .ا لك ع و4 - فطم دع .: 
5 + ع4 - يرم ح (من) ر 
لدينا ‏ 2 -©م 4 - ع2 - 0 )] ج 4 - ج20 - (ن) ز 
- )م ٠:‏ 4 - 40 - + - (2) 20 - 0 ) زر 
نعوض 4 معادلة  )1(‏ 1 - 0 جح 0 -ع 4 - 40 
نرتب ‏ 4 -4 -1824 -1 
0 -5-ط4 -2م 
0 - (1 + 6)ر5 - ط) 
5-5 ج 0 5 - 7 61161 
(1- < ط) تهمل 1- - ج 0 - 1 +[ :01 
س 9)/ متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاث أمثال طول قاعدته » جد الحجم التقريبي له 
عندما يكون طول قاعدته 1181© 2.97 . 


الحل : نفرض طول القاعدة - 12 نفرض الارتفاع - 1/ - م( 
الحجم - مساحة القاعدة « الارتفاع 
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27م - 17 
23 - ]1 
3 ح («) ر 


نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 3 - 0 2.97 5 , 0.03- - 2297-3 ح 4 -م حم 
1 -27. 3 -ح 3(3). 3 - (0)/ 
تمدق - تر 
#يرو - (2) ] 
1-(9)32 -(3)/ 
(00)] .< + ره), - زط + م)/ 
(1(7)3-) + (3)ثر - ((0.03-) + 3)/ 
يوون 78.57 - 2.43 -81 - 81 (0.03-) + 81 ح (2.97)/ 


73ح ع7 210 جد القيمة التقريبية لنصف قطر قاعدته اذا كان ارتفاعه 


س10 / مخروط دائري قائم حجمه 
27 10 . وزاري ١١٠/د؟‏ 
الحل : حجم المخروط - + * مساحة القاعدة * الارتفاع 
7 عم - 7[ 
3 
(3) 210 1 
- 2م حح 10. ع2 - ددع 210 
1 و بل 1 


طول نصف القطر 1312© 1/63 موجه 63 -2مم7 . 





جح (3) 21 -2م جه 


أصبح السؤال جد تقريبا مناسبا للمقدار 1/63 


ا - 0)/ 
8 - 1/64 - (0)ر 
1 5 
كار 

ا اس 
60 -28-ج/ 2 -00/ 


جم ١‏ + متجعحكد 


القيمة التقريبية ‏ (0)] .1 + (0©)/ - (1 + 6)/ 
4 ح- 0.06 -8 - (1.)0.06- + 8 -ح ((1-) + 64)ر 


س11)/ اذا كانت 1 + 5/312 ح- (7)/ جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة القيمة التقريبية ل (1.01) 
الجل : 
الدالة 1 + 5/312 - )رم 


نفرض اقرب رقم للعدد المعحطى 1 - 0 +٠‏ 1.01 -65/ ع٠‏ 0.01 1 -1.01 ع 4 -( حدم 
2 - 1/32 -ح 1 + 1/31.1 - (1), - (0) زر 
1 
15 +312) -ح (2*) /ر 


])060 - 31+ 151 


4- 1 0 4- 1 َ 
1 1(5 +(31)1) 8 - (1)/م جح 31. 5 (1 + 310) 9 ح- (ه) كر 


31 1[ 31 4- 31 
5ت حر ل -005) 0 ح (ه) زر 
75 -ح-ح- (0.01) (0.3875) - (2)0/. 1 
(00) ]." + زم)] - و« + ه) / 
(0.01). 0.38 + 2 -ح (0.01 + 1)/ 
75 -ح 0.003875 + 2 ح (1.01)/ 
س12 / باستخدام معلوماتك 4# التفاضل ارسم المنحني البياني للدالة 1 - 1:2[ 
الحل : 
الدالة ِِ دروت 1ع فيررو 
1) أوسع مجال - (10 18١‏ 0 -2 ج 0 - 25 جح نضع المقام - 0 
2) نقاط التقاطع مع المحورين 
7 : ح بو اح 0 - 2 عندما 
لا توجد نقاط تقاطع مع المحورين غيرممكن 0 - 1 ج- 0 - يش ج 0 - ترعندما 
3 التناظر : الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل لأن (7) /- ع2 (2-) /ر 
الدالة متناظرة مع محور الصادات لأن ()] ع رم -) /ر 
4) المحاذيات : مستقيم محاذي عمودي 0 - 2 جح 0 - 2ن 
مستقيم محاذي أفقي ‏ 0) - رج حن0 
5) مناطق التزايد والتناقص 
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جم 2١‏ متجعحكد 


7---2.20 ل 1 


4م 7 
١‏ 0 7 لا توجد نهايات ‏ 0 « ج- - لآ[ 


ل لت تت سس ست الس ال ا ل له 
نللللدلمددغغ|غلللللله> الدالة متناقصة بخ (0 > 2 : *#) 


الدالة متزايدة ل (0 < 7 :11 
6) مناطق التحدب والتقعر 


ناا 0 ناا 
د بج ل طش الى وه ع ذلك عله حك حك جه 5 
عش لهك 00 
3 الى 
مع 5و 0-203 - 1:0[ 
4 دل 2 0) ا 


الدالة مقعرة 4 الفترتين [0 > :12:3 ,[0 < 21 :2] 


7) الرسم البياني 





القوانين المستخدمة 2 الفصل الثالث 
)١‏ المساحة الجانبية - محيط القاعدة * الارتفاع 
؟) المساحة الكلية - المساحة الجانبية + ١‏ مساحة قاعدة واحدة 
") محيط المستطيل - (الطول + العرض) << " 
4؛) مساحة المستطيل - الطول * العرض 
ه) مساحة المربع - طول الضلع ‏ نفسه 
5) محيط المربع - ؛ ا طول الضلع 
)1٠‏ محيط الدائرة - 2116 


4) مساحة الدائرة -1:212 
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1) مساحة الكرة - 47712 


1:27 72 - حجم الاسطوانة‎ (١ ٠ 


4 
)١١‏ حجم الكرة - 16 17 


)١5‏ حجم المكعب - 1,3 حيث ,آ طول الضلع 

)١5‏ المساحة السطحية للمكعب - 4 ا (طول الضلع)2 

7)المساحة الكلية للمكعب - 6 (طول الضلع)2 

)١‏ المساحة الجانبية لمتوازي المستطيلات - محيط القاعدة « الارتفاع (القاعدة مستطيلة) اي محيط المستطيل 
6١)المساحة‏ الكلية لمتوازي المستطيلات - المساحة الجانبية + مساحة قاعدتين 

41) حجم متوازي المستطيلات - مساحة القاعدة ا الارتفاع 


)٠١‏ محيط المثلث - مجموع أطوال اضلاعه الثلاثة 


1 
)"١‏ مساحة المثلث 8-5 القاعدة ا الارتفاع 


؟") قانون المسافة - 271(7 - 072) + 21(4 - 32) 
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التكامل 


المناطق المجددة يبمنحئيات 
هناك مناطق مستوية يمكن ايجاد مساحتها مثل المستطيل ؛ المثلث » شبه المنحرف ؛» الدائرة .. الخ . ولكن هناك اشكال 
تسمى مناطق مضاعة لا يمكن ايجاد مساحتها الا بتقسيمها الى مناطق مثلثة او مربعة او مستطيلة .... الخ . 
اما المنطقنة 4 والتي تسمى منطقة تحت المنحني / وهي مجموعة النقاط المحصورة بين المنحني (بيان الدالة /) 
والمستقيمين 0 - 2 , 7 - 7[ ومحور السينات فلا يمكن تقسيمها الى مناطق معلومة (مثلث . مستطيل ؛ دائرة ....الخ) 
لذلك كيف يمكن حساب مساحتها ؟ 





ايجاد القيمة النقريبية لمساحة المنطفة المستويك : 
اذا كانت ث/ر دالة (منحني) وكانت (4) المنطقة المحصورة بينها وبين الاحداثي السيني 4# الفترة [2 , 0©] كما هو مبين 


4 الشكل أدناه » فيمكننا ايجاد مساحة المنطقة (4) المحددة بالرسم . 





)41( نرسم مستطيلا من أدنى نقطة يذ المنحني ضمن الفترة [5 , 9] ونرمز له بالرمز‎ )١ 


؟) نرسم مستطيلا من أعلى نقطة 4 المنحني ضمن الفترة [6 , 0] ونرمز له بالرمز (42) 
*) نوجد مساحة المنطقتين المستطيلتين (41) و(42) 


5 41+42 


بح 4ل 





4:) المطلوب هو حساب النيمة التقريبية لمساحة المنطقة 4 بالاعتماد على القانون 
5) مساحة أي منطقة هي عدد حقيقي غير سالب . 

5) 42 - 4 - 4 , مساحة 4 <ح مساحة 4 <- مساحة 42 

11 - / )0( نرمز لإرتفاع المستطيل الصغير 41 بالرمز 111 حيث‎ )٠ 

6) نرمز لارتفاع المستطيل الكبير 42 بالرمز 11 حيث (5)/ - 1/ 
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متال : اوجد القيمة التقريبية لمساحة المنطقة 4 حيث : 

(1/2-1 - ©8)ر , )مر > بر > 0 ,5 > 2 > 2, (17, ) ؟ - 4 
الجل : 

3 5-2 -[م/ 
1 -2/د ح (عد) /ر 
1 - 1/2-1-<(2)/ -:71 
داخل المستطيل ‏ 3 - (1()3) - 11.7 -ح 2417 
2 - 4ل - 1 - 5/ - (5)ر - 1 
خارج المستطيل 6- (2)3 -74.18/ - ر4/ 





مذي 6_9+ة ‏ يقتية _ 
02 72 2 000202020200002 


متال : أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة 1[ حيث 
(1+ 2م ع (2<#)ير, 2 > ند > 1 :(1)2,37 - 4 
الجل : 





1 2-1 م/م 
1-2 + 1(5) -(1)/ -11 
داخل المستطيل ‏ 2111114 2 - (1) 2 - 112.8 ح رلل 


5 1+ 2(2) -(2)] - 1[ 
خارج المستطيل - 1112414 5 - (1) 5 ح ع7. 14 - 42 


ا 1ى ‏ 2+5 42+يك 
المساحة التقريبية للمنطقة ‏ 4 242 32 ح لد لح لتيل ح 4 


مثال : أوجد قيمة تقريبية للساحة المنطقة 4 حيث (1 + 242 - (2<)/ر, 3 > 2< > 1 :(1)2,1 - 4 


الجل : 
2 - 1 -3 م 


111- /)1(- )1(5 + 1-2 

1ه 4 - (2) 2 - 8 .1د - ركم 

0 -<1 + 3(5) - (3)/ ح 1( 
142 20 حع (2) 10 ع 7. 84 < رلل 


41-2 -_ 410 -_ 24 


المساحة التقريبية للمنطنة [/ 7116 12 د د 4م 
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مثال : أوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة 4 حيث (2 - 324 - (2<)/رر, 5 > ]د > 2 :(1)2,17 - 4 


الجل : 
3 -5-2 عم 


1 - /)2( - 3202-2-0 

“11114 30 - (10)3 - 8 .ود ح رول 
3 - 2- 3)5(5 -ح (5)/ - 1[ 
“1ه 219 ح (3) 73 ح 8 1. 1/4 - رول 


 30+219 2‏ 41+42 
--:------ه- هئ ا0بتتحتختتتبيبت ا هت 7 


10 49 
المساحة التقريبية للمنطقة ‏ 4 211162 1247 د 


مساحة المنطقة المستوية بدفة اكبر : 
)١‏ نجزاً الفترة المعطاة [2 , 0]| الى فترات حسب الطلب وليكن عدد الفترات هو (118) وبذلك يكون طول الفترة 
- 8 | حيث يرمز للاعداد من (10, ... , 2, 1) بالرمز © (سكما) حيث ان (10, ... 1,2,3 - 6) 
)١‏ نحسب مساحة أكبر منطقة مستطيلة داخل 4 حيث تساوي (,م4 + ...+ و4 + 42 + 417) 
*") تحسب مساحة أصغر منطقة مستطيلة داخل 4 حيث تساوي (,م4 + ...+ و4 + 42 + 47) 
:) نجد مساحة المنطقنة 4/ حسب القانون وروي | “تع - 4 | ونلاحظ أنه كلما زادت عدد نقاط التجزتة 
فإن المحصلة النهائية تقل وتصبح القنيمة التقريبية لمساحة المنطقنة 4 أكثر دقة . 
مثال : اوجد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة 4 !1 + 22 - 5,7 > 32 > 1)2,37(:2 - 4/ 
وذلك باستخدام التجزئة 
(2,3,5) ع ره .1 
(5 ,2,3,4) - ,© .2 
الحل : 
[3.,5] +[2,3] - (6,)2,3,5 (1 
المستطيلات 2 الداخل : 
5 -<1 + 2(25) - (2)/ ح 1111 
0 -<1 + 3(5) -ح (3))/ -ح 111 
2 - 5) + ,:2(11 - 3) ح ر4 + 417 
5 - 20 + 5 ح (2)10 + (1)5 ع ر4 + ركل 
المستطيلات +24 الخارج : 
0 -<1 + 3(5) ح (3)/ ح ,1/ 
6 - 1 + 5(5) -ح (5)/ ح 1( 
و 31/4 - 5) + ,2(1[1 - 3) ع ,4 + ,1ل 
2 - 52 + 10 ع 26 .(3 - 5) + 2(.10 - 3) ح ,4 + 4 


٠ 171537551117711‏ 1117ل 








مر آير ‏ 253562287 نر 
7 22-2 2 - 


تجزأ الفترة [5 ,4] + [3,4] + [2,3] - (2,3,4,5) -ح ,0 (2 
المستطيلات 2 الداخل : 
5 -<1+ 2(/5) - (2)/ - 111 
0 -<1 + 3(25) -ح (3)/ -ح 111 
7 1-2 + 3(5) ع (4)/ - 1111 
15 - 5) + 3(1112 - 4) + 21111 - 3) ع و4 + 42 + 7 4 
“)نه 32 - (17) 1 + (1)10 + (1)5 ع م4 + ول + رل 
المستطيلات ف الخارج : 
0 -< 1 + 3(5) ح (3)/ ح ,اا( 
7 -1 + *4(5) ع (4)]/ ح م1( 
6 - 1 + 5(5) -ح (5)] ح و1از 
و/ا(4 - 5) + 3١11‏ - 4) + ,2(7814 - 3) ع و4 + ,'4 + 4 
“1ه 53 - (26) 1 + (1)17 + (1)10 - ,'ل + ,'4 + كل 


كين نسطد سمس ]| 
واجب : اوجد القيمة التقريبية لمساحة المنطقة 4 باستخدام التجزثة : 
(22-3 د بز,ر5 > 2 > 2 :(1)2,137 - 4 
(2,3,5) - ,» (ه 
(2,3,4,5) - ره (5 
61 


603 
الجواب : 30 خاد 


المجاميع العليا والمجاميع السفلى 
يرمز للمجاميع العليا ‏ ([,5)6] 
يرمز للمجاميع السفلى ‏ ([,1.))6 
© ستعتبر الدالة . *1/ ج [0,2]/ مستمرة على الفغترة |2 , 0©] حيث يمكن ان تكون الدالة متزايدة أو 
متناقصة أو تحتوي على نقطاة حرجة . 
© اذا كانت التجزيئات متساوية والدالة هي عبارة عن ثابت 4 هذه الحالة يتساوى المجموع الاعلى مع المجموع 
الاسفل . 
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© اذا أردنا استخراج 177 نعوض الرقم الاصغر لبداية الفترة واذا اردنا استخراج 1/ نعوض الرقم الاكبر الذي 
تنتهي به الفترة . 

©» 4# حالة احتواء الفترة الجزئية على نقطة حرجة نحسب قيم بداية الفترة ونهايتها وقيمة النقطة الحرجة 
وتكون القيمة الصغيرة هي 177 والقيمة الاكبر هي !! . 

© اذا لم نشترط أن تكون 0 <- (7)/ فان من المتوقع ظهور المجموعة السفلى عدد موجب أو سالب أو صغضر وبا مثل 
للمجموعة العليا . 





مثال : لتكن 212 + 5 ع (<),/ , 1 جح [1,4]|:/ جد المجموع الاسفل ( / ,6).آ وال مجموع الاعلى ( /[ ,6) ل . 
نتبع ما يلي لحل هذه الاسئلة : 
-١‏ نجزاً الفترة (ويفضل ان تكون منتظمة) . 
"- نشتق الدالة ونساوي المشتقنة للصفر فاذا كان الجواب عددا ثابتا فاذا كانت موجبة فالدالة متزايدة 
واذا كانت سالبة فهي متناقصة ؛ اما اذا حصلنا على قيمة (3) نستخدم الاختبار للاشارة (الطريقة 
السابقة) ونجد هل هي متزايدة او متناقصة . وبطريقة اخرى نشتق المشتقنة الثانية فاذا كان الناتج 
موجبا فإن النهاية تكون صغرى وعندها نكتب القيمة المؤجلة 4 771 ثم نعوض طربحة الفترة المؤجلة 
ثم نختار اكبر الناتجين ليكون 2 حقل 1!!/ » أما اذا كانت المشتقة الثانية سالبة فتكون النهاية عظمى 
محلية وعندها نكتب القيمة المؤجلة 4!/ ثم نعوض طرك الفترة المؤجلة ونختار اصغر الناتجين ونضعه 
ب حقل 3171 . 
"'- تكتب الجدول وهو ثابت لا تتغير حقوله . 
5 - ننتبه الى ما يلي : اذا كانت الدالة متزايدة فانه :311 حيث 1713 هي (اصغر قيمة للدالة) تاخذ ([0) / 
وكذلك للدالة المتزايدة فان :11/1 حيث 11 (هي اكبر قيمة للدالة ) تاخذ () /ر . 


الحل . ل ج [1,4]|: /ر 
الدالة متزايدة 4 مجائلها 0 < 2 -ع (82)'/ ج 22 + 5 ع (2) / 


[4, 3[,]3, 1,2[,]2] - م جى خثلاث فترات 1 2 - 4 اير 
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اها حت ا السك مسد نكن 


لعن 
9 حت 0 حت 
1- - - 
8 + 5 - (4)/ - ,71 
13 - 





3 - 11+13 + 9- 10 (ة) ( - (]رم)نا , 11-7 + 9+ 7- (رسمرية) ( - (]رم) : 
مثال ؛ اذا كانت 2م - 32 ح (د)رر  ,‏ 1ج [0,4]:/ اوجد كل من : 
(/,6)آ , (/,6) لا ء مستخدما اربعة تتجزيئات منتظمة. 
الحل : 
[0,1[,11,2[,12,3[,13,4] - 





3 
[4, 0 ع ح - بر ج 0 - 22 - 3 ج 22 - 3 - (:0) “زر جح “د - و3 - (2) / 
3 
ا ل ل ل رد ليث يت يت لت شمر تي 
٠ش‏ ' د + ++ ++ 
أشارة (3) /ر 
4 3 2 1 0 


أي ان العدد الحرج يوجد لي الفترة [2 , 1] 


9 9 3 3 
كه - 17 , سح 1 متاح ا و 2 -[2)/|, |2 - (0)م] د [1,2] ء < دم 
3 3 
ملاحظة ؛ - تقع ضمن الفترة [1,2] لذلك نعوض - بدل 2 ضمن فترتها » وعندما نصل الى فترات التناقص نعوض 
لكل :171 علسلل ب فاق 


0 -9-9- (2)3 ح را 





2 - 6-4 - (2)] - ج11 (3)/ - 1111 
0 -9-(3)3 - 


الل ش 2- - 4-) + و + 2 + ه - (رسورمة) ( - (/,م)ا 
لاحظان ‏ ([/,6)ل] > (/,1.)6آ 








س1 / اوجد كل من ( [,1)6 ,. (6,/7) لا 


< - 3 ع (2«)/ , « جح [2,1-]:/ر(1 
8ه (2,0,1-) -مى 
0) تقسيم الفترة [2,1-] الى ثلاث فترات جزئية منتظمة . 
الحل : 
الغترات هي [1 , 0], [0, 2 -] 
أ سسا ةس 0 ع يي دعر 6 


لطب تن 2 بااتبط ترط 


5” 


3 - 810 (م) ( - (/.ه)ن ‏ . 


ملاحظة : اذا طلب 4# السؤال ايجاد المساحة التقريبية 4 “111111 10.5 - 


كك كك ا لكان 


3-1-2 -(1)/ -ح 1110 





2-5 +34 حع 


8 - ا - (/, م 


21 85-5 
ك5 - 4 
2 2 





0 تقسم الفترة الى ثلاث فترات جزئية منتظمة 


20 دن 





ِ - 1 
03 


ا ا 0 ع ومع ب 2 3 د )م .. 


ماقي حي 1 





2 - 0010م ) ( - (].ه)ن ‏ . 
س2/ اذا كان (4 ,1,2,3 ,0) ع ىج , 2ج - م4 ح («د)ر , / 


]-2,-1[ 1 1 - /)-1( 
-3+1- 4 


6 
3+2-5 - 
(1-)/ ح ج11 (0)/ - 1ه 
3 -3-0- 


- 3 + 1 - 4 


9 - (مسو(ة) < - (/,م)ا 
[0,4]:/ 


الحل : الفترات هي [3,4], [2,3]|, [0,1[,]1,2] 
4 5 
[1,2] 2-26 ير 0 -ع2 - 4 ج ع2 -4 - (2)] ج ثير - عن4 ع (د) زر 


“. توجد نقنطة حرجة هي (4 , 2) وهي نهاية عظمى محلية ولا تجِرَئىّ الفترة 


أشارة (26) "/ 
4 


ب +++ بد 





0 1 3 


0-0 للك 


ل 01 
للم | 001 


- 12-9 - 3 - 4 
- 3 


4 - (81)(بط) ( - (0)6,1 , 6- ا - (/ 1 
احيانا يطلب 2 السؤال ايجاد قيمة تقريبية لمساحة المنطقة 4/ وكما يلي : 


نقنوم بحل السؤال كما هو اعلاه ثم يضاف اليه 
4 + 6 «ق4 + ,4 





0 - -4 ج 14 - زر مالا - يهل , 6- (/,م)ط - 41 
س3/. 2# +3222 ح («)/, هرج |1,4] : /ر 








1,2,4 ) ع 0 (0 
أستخدم ثلاث نجزيئات متساوية (آ 
الحل : 
(1,2,4) ع 6 (0 
[2,4]|, [2, 1] الغفترات 
2 +62 - )م ج ع2 + ع3 ح (2) زر 
[1,4] »© -. دج ج 2- 22ر6 جه 0 - 2 +ع6 ج 0 - (2) زر 
لا توجد نناط حرجة والدالة متزايدة 2 الفترة |4 , 1 | 
وسوف يكون (©) كر ح :312 , (6)/ - :1( 


جحي سيد سه ساسك ساسك 
لسن سات ا يي لم 


8 - (010)() ( - (], مانا , 37 - (سورة) ( - ([, ما 


اه اا د 0 1 )5 
3 1 





الفترات هي [4 , 3] , [2,3 ] , [1,2] 
2 +62 - )م ج ع2 + ع3 -ح (2) زر 
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-- 


1 5 
[1,4] 6 5 دعر جد 2- -62 جه 0 - 2 + غ62 جح 0 -ح (2) /ر 


لا توجد نقناط حرجة والدالة متزايدة على ادنتدة |4 و 
ات رم 0 5 


3 - (3)/ - ,م181 | 16 - (2)/ - 112 1 [3, 2] 


1 لك 4 - (/ هك 
05 - 


١ )()81( - 5‏ - (, مانا ,54 - (بمو(ة) ( - (], منا 





تعريف التكامل 
اذا كانت 19 +- [7 , ©]/ دالة مستمرة على الغترة |7 , ©] فانه يوجد عدد حقيقي وحيد :/ بحيث لأي تجزئة (0) 
الفترة [2 , 0] فإن (/ , ©) لآ > 6ل > ( ثر, 1,.)6آ 
نسمي العدد 1 التكامل المحدد للدالة (/) على الفترة |2 , ©] ونرمز له بالرمز 03 (:3) /[ 1 ويقرأ التكامل من 
© الى 2 للدائة (/ر) ونسمي 7 , 0 حدي التكامل . 
ملا حظات : 
)١‏ اذا كانت الدالة ] مستمرة على الفترة [,.4] فإن [(/, 1)6] > 4()] 'م] > (/, 1.)6] وتكون القيمة 


م , ©) 0+ (], 6).آ 
التقريبية لهذا التكامل 2(0136) / ب - ا 


؟) اذا كانت الدالة 0 < (:38) /ر : 1 ©] © 2 ” فإن (20) / ,]. يعطي مساحة المنطقة 4 تحت المنحني 
كر وهو عدد غير سالب .2 017 تشير الى أن حدي التكامل ؛ أما ‏ , © قيمتان للمتغير 3 . 

*) اذا كانت الدائة 0 > (8)ث/ر » [|ط , ه] ع عدلا فإن 0 > :0 (2) ر 1 وهذا لا يدل على المساحة ؛ أما 
مساحة المنطقة 4 فهي ستساوي 





3 / 000 / 000 


؛) أن قيمة 016 (2) / 5 قف على الفترة [5 , ©] وعلى قيمة (32) /ر 
مثال : لتكن 22 ع (2<«)كر, / ج [3, 1] : /رء أوجد قيمة تقريبية للتكامل اذا جزئت الفترة [3 , 1] 








الى تجزتتين . 
الحل : الدالة (3)/ دالة مستمرة على الغترة [3 , 1] لأنها كثيرة حدود 
[1,3]»© 0-ع جه 22-0 جح ع2 - )م جح تير ح )م .. 
1 3ه 4م 
[1,2|1,]2,3] (1,2,3) - م 2-2 1 - م/م 


٠7 171537751117111‏ 117ل 





ههه ب كمد 


“.الدالة متزايدة على الفترة نه 1] 
مه 6 إطولاضترة| الفترة | 


0 


مس مس له 
مسا ك0كك 


2ب و - 5 5+13 د" 0 6)ط ‏ _ 00 1 


مثال : لتكن 3 -22 ح (20) 6 , 2 ج [5 , 2] : ثر عأوجد 1 / 1 
الحل : الدالة مستمرة 2 مجالها لأنها كثيرة حدود 





0 * 2 - م) ثم ج 22-3 -ح (2) /ر 
[5, 6-2313 (232,3,53)-0 
طول الفترة | الغترة 


ولحاي سس سسسسه 
م 


100 - 3(02- 0 - 12 ©“ 


ملاحظة : #2 التكامل اذا ثم يذكر عدد التجزئة يمكن أخذن تجزئة منتظمة . 

ملاحظة : 4# الدالة الثابتة يكون :/ - :711 لكل الفترات ويكون ( / , 6)[] - (/ , 1.)6 لكل فترة جزئية ولكل 
مثال ؛ لتكن 8# ج [1,5]ل/ , 3 - (©*) ثر ١‏ أوجد قيمة تقريبية للتكامل 6د20(9) / (] 

الحل : الدالة (3)/ دالة مستمرة على الفترة [5 , 1]| لأنها كثيرة حدود 








0 -0م6),/ + 3 - م / 
[1,31[,]3,5]-<»ى ج (1,3,5)-60 


2 5-2 
3 -(3 /, - 71 | 3 - (1) ير - 111 


0 111 - /2)3( - 3 | 84, - ,)5( - 3 





جام 


12 - ل لما 000000 1 


:: 71111 








جم ١‏ 2 متجعحد 


حل نمارين )2 4 
س1 ٠‏ أوجد قيمة تقريبية للتكامل 46 - / باستخدام التجزتةه (1,2:3) - 0 
الحل : الدالة (:3)/ دالة مستمرة على الفترة [3 , 1] 


ات سيت 0 
3 


ابا 5 
اكه 0 





ميجرو سن 1 
س2 : لتكن 3 -32 ع (2<)/ : 8 ج [11,4/ أوجد قيمة التكامل :02 (20) / ] باستخدام التجزئة ‏ - 0 
(4 , 3, 2 , 1 ) ثم تحقق هندسيا بحساب المنطقة تحت المنحني للدالة 6ر. 
الحل : الدالة (7)/ دالة مستمرة على الفترة |4 , 1]| لأنها كثيرة حدود 
لا توجد نقطة حرجة والدالة متزايدة 0 < 3 -ع (2«)'ر جد 3 -32 ح (2)/ ٠‏ 
:7 اقل مط | 4600 0 | 78600 0 | طول الفترة | الفترة | 


1531-2-25 
ل سي لضا 


8 - 111 ا - (/,1)6 9و- 1ق ا ل (/, 6)ش . 





1 27 _9+18_ (/, ©) تا + ر]ر, هاش _ 
3 << - بدي لايم 31 -ة / 


الحل الهندسي : 
(1.,0) ج 0 -ح 3 - 3 - (1)/ 
(9, 4) ج 9 -ح 3 - 12 - (4) /ر 
( القاعدة #2 الارتضاع ) + ح مساحة م 


- كد - (9< (1 - 4)) 2 ح مساحة 4 








جم ١‏ 2 متجحكد 


4 
س3 : أوجد قيمة تقريبية للتكامل 0126( 3 - 315) ر] باستخدام التجزئة (4 , 2,3 ) - 06 


الحل : الفترات |4 , 3]|, [3, 2] 
الدالة متزايدة |4 , 2] 6 0 -« ججح 0 -ز6 جه حلت لمحة حص تتح ةنك | 


0101| | 0 |عطولافترة| اضترة 
نكا لكا اسيم ]530لا ل 23 





9 - ,11 رمز ١‏ - (,م) 0‏ 33 د بم 5 - ,»)2 





4 
0 _ 102 _ 33+69 _ 0 »انا + (لرككط د يرو زو - قيرو) / 
2 2 2 ' 
س4 : أوجد قيمة تقريبية للتكامل د ) ]1 حيث ان 4- ح (:2) / 


الحل : الداثة (3)/ دالة مستمرة على الفترة [2 , 3-] لأنها كثيرة حدود . 
0 ع (م) '/ جح 4- - ر(مر)] .. 


0 إلا ]1 | 6" إعطولاضترة| اضترة 
مح تح سيت سك لسكا هه 
سح سح سس سات 


لاط ١‏ - (م 26 20 ح روم 27 000 





أو تحل حسب التجزيئات التالية : 


0-101 | حي ]700137 | طون اضترة | الفترة 


- 4 





2- د لبط ١‏ - ,مانا 20-د يسيم ( - (ررم)ط : 


0- 20-20 ر/, 6) لا + زر 6),آ 
0 + مد ةء+السدسد ء لس شخت ح يو (4- 
2 2 2 0-5 1 
2 »> مه > 3 5 © » 7 ب©» | ><»<» 202020200 هه © 
س5 : اوجد فيمهة التكامل ع11) 27 1 ياستخدام اريعة نجريكات ممكلك . 


الجل : 
لا توجد نقنطة حرجة والدالة متزايدة ‏ 0 < 32:2 جد 3:2 ع (2) 'ث/ر ججح ثير - (ر)] .. 
0 اد ا ست 8 
| 7 7 7 72 





الفترات [5 , 4] , [4 , 3], [3, 2[,1]2, 1] 
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ا ا 


8 -(2) /, - 71 “و | [2, 1] 


0-1 


عه سمه مي م 


4 - ,111 - رمن 100 حبسم 0 - مر ه) . 





4 224 + 100 6) 00 ل (ث/, 6).آ 8 
ووو كت اابكد العاقا الو بو و" [ 
2 2 م 
أمثلة اضافية محلولة 
مثال : لتكن 4 - 32:5 - (*«) كر ولتكن 2 + [0,3] : / أوجد قيمة تقريبية للتكامل باستخدام 
التجزئة (2,3 , 1 , 0) ح 06 أو باستخدام ثلاث تتجزئات متساوية . 
الجل : 


تم | دن 


[0,1] »© <دع«جج 4 - 62 جه 4 -62 - (2) رج 42 - 324 - (من)] ١‏ 


أصفرقيمة ‏ |2- - ,| +-[ 1- - 7017 6 -0)] ه - رز 
أكبر قيمة |0 - ,71 


تس 20 
0 





الفترات [3, 1[,]1,21[,]2, 0] 
[1, 0] 


0 ْ ا‎ ٠ 1 0 


--1 


0 3 اعد كك اله 








62/1١ 231‏ 00 5 9 + - (/, »)لا + ([], 1.)6آ 7 
عو عا ل ال ا 75 





النظرية الاساسية للتكامل 
اذا كانت / دالة مستمرة على الغترة |7 , 0©]| فإنه توجد دالة 1 مستمرة على الغترة |2 , 0] بحيث : 
(ط, »©) ع ع« ؟” (م)] ح (مد) 1 
(م) 5 - (م) 5ح )ري 
حيث تسمى ! الداثة المقابلة للدالة /ر على الفترة |2 , 0 | 


مثال : اذا كانت /ر دالة مستمرة على الفترة 0 وإن الدالة المقابلة للدالة كر هي 


< مزه -ح (م)سم , 8# جب |2 ,0]:يم فاأوجد قيمة 2(013)/] 2 
2 0 


الجل : 


1-0-1 - 10و - 2 1 (00-(5)م - 01م مر | 


مثال : اذا كانت (3) / دالة مستمرة على الفترة [5 , 1] بحيث 324 - (2) 1 دالة مققابلة للدالة ث فجد 
5 
قيمة :3(03) / ,ل . 
الحل .2 72 - 75-3 - 30)1(2 -3)5(2 - (0) - (7)5 - (20)] ”| 
مثال ؛ أثبت أن فيما اذا كانت 2 + © ع (<«)م 2 2 جب [1,3] : ل هي دالة مقابلة للدالة 322 ح (2) /ر. 
الحل م ©* 2 + 5مر - (#ر)طر دالة مستمرة وقايلة للاشتقاق على 17 لأنها كثيرة حدود 
”. / مستمرة على [3 , 1] وقابلة للاشتقاق على (3 , 1) 
(1,3) ع ع« 0 6))/ - يرق - (من) م .. 
“. ا دالة مقابلة للدالة كر على [3, 1] 
مثال : أثشبت ان الدالة 2 «زى د - ()7 ظ . جحي ثر: بر 
هي دالة مقابلة للدالة ‏ 2 205 ع (28)ثكر 2 8 جح- 2: / ثم جد قيمة 1 :0523 مل 
الجل : 


. جح تر : ر ف 282 0605© ح (#2) /ر 
دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على )ل 


1 
511121 7 ح (ع2) 1 
وهي دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على »1 أيضا 
1 
رع +« 9 (0) ] - :23 205 - 2 (:2 605) م ح (2) 1 


“. ا هي دالة مقابلة للدالة /ر 
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جم 2١‏ متجعحكد 


(0) 7 - (() " ع يدك (مص) ] ”] .. 


(20 سوط - 2 صنه - 2215 صنو ] - مرك 2 | 
511122-10 رج - 210 1 ر] - 013 3 0 

1 1 1 

0 - (0) 2 - (1) 2 - 0 زه - - كج 


الجدول التالي يوضح العلاقة بين 6 والدالة المقابلة لها “1/1 


اااا ل ا ا 


1001 تح اكع وو كاين 


101 
فالات 1 1- ع :1, (6) 20 . 30[7) )| 
1+ +118 
1 
0 
1 : 
0 
2 
2 


560 013 1011 7 
- 5) 
0 


1ب 01 01»© 013 ©5© 
1 29 ا 
0 


لذا نستنتج أن © + (2) "1 ح :23(013) كر |[ حيث أن © ثابت حقيقي 





1+1ير 





1 
ملاحظة : اي نضيف الى الاس واحد ونقسم على الاس الجديد ]| - 02 “عر ب 





. 3 
مثال :اوجد 01 2 و[ 


الجل : 


1 
مثال : أوجد - 03 ]3 011+ 6ع 56 مل 


الحل : 

1 1 - ِ 3 
- لح د يت -ح 0عمو - 2 عمو ح 3[دع56] ح :د د :01خ دعع5 6ل 
( 000 م005 3 0 0 


5 


21-14 ب 
1 


حسم | دحم 
لبح 


1 
مثال : أوجد - 2د عد “052 مر[ 
2 


الجل : 


بمتسبي” 
ع ادم 
ع ادم ع احب 


1 11 
0-1-1 - 2 2-60 201]- ح ور )01ع-] - معدل رأعى 


8 احب 


1 
مثال : أوجد ‏ 36 “52 مل 


الجل : 
1 


11 _ 
1 <1-0- 0 تدا - 11 - 01:[6غ] - يدك عد “عمو 


3 © 
حب 


2 5 ١ 
مثال : أوجد 2 47 22 إل‎ 
: الجل‎ 


خواص التكامل الحدد 


ب 


) اذا كانت /ر دالة مستمرة على [2 , ©] وكانت |8 , ©] © 8 ا , 0 < (32) /ر 


5 
فإن ده ه)ر | 


01 


0 < عق 2د ن] لأن [1,2-]ع «لا, 0 < 2د - 00)ر 
0 < جه 3يأ] لان [2,3-]ع ««لا, 3<0- )رم 
0 < 1002 +ع ر] لأن[2,3]ء «دلا, 0 < (1+») - )ار 
؟) اذا كانت / دالة مستمرة على [8 , ©] وكانت [8, 4] © 82 ا , 0 > (32) /ر 


5 
فبن 0 > نجه 100 | 


01 
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2 
0 > 2(4-) / 5 2ع ع« ,06> مم 
1 


1 
0 > مداه م | نان بللدر مزع عر , 0> مم 
2- 
ع الكايث اده تحرج جارس امل 


اذا ل دالة مستمرة على [2 , ]| © 722 , وكان © عدد حقيقي ثابتا فإن : 


مر ] دمر ]| 


0 0 


مثال :اذا كان 8 -3(03) / 8 فأوجد :2:(01) / 5 1 
الحل : 0 - 28« 5 ح- د (0ت) / ر] 5 - د (0) / 5 1 


:) اذا كانت دالتان 2/, 1 مستمرتين على الفترة [2 , 0] 


م 


7 7م | <دم 7 


ويمكننا تعميم هذه الخاصية على مجموع اي عدد محدد من الدوال المستمرة على فترة [8 , ©] 


01 


َال اذا كانت 17 - )د 1 5 - 01 1 فأوجد كلا من : 


3 3 
دك ((20) ير - (ت) /) ] عله )ير + تا ]) ] 


3 3 3 
2 - 17 + 15 -ح 2«( ) ,ل | +عه مم | 101 7 + (*) 1 / 
1 1 1 


3 3 3 
ه- - 17- 15 - حاهمم[ | -عاضمم | دعة(هممر - ضعي | 
1 1 1 
مثال : اذا كانت 27 + 32:2 ح ()/م فأوجد د 20 / ا 
الجل : 
3 2 2 2 
21201 1 3122 - عد 2 + 312 - 0113 
عفعة | جعوعية | دعة مد + مق | عم | 


2 3 
0- 3 + 7 - [1 - ه] + [1 - 8] - #[م] + #[قبن] ‏ 217 ل كد 


ه) اذا كانت (2)/ دالة مستمرة على الفترة المغلقة [2 , ©] وكانت (5, ©) © © فإن : 
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6 ح 0 
1 (0) / / 00 / د زر / 
مثال : اذا كانت 8 - 201 ]1 5 -02(*)/ 1 فأوجد 2 
الحل. + 
7 3 3 
3 - 8 + 5 -ح غ022 (2) /ر | +عههم/ / - 2(023) /ر / 
, 3 1 1 
مثال : نتكن |:| - (0<) / أوجد :دك (30) / و [ 
الحل : / دالة مستمرة على |4 , 3-] ولها قاعدتان هما : 


0 ح عر ٠١‏ 
0 > عد 2 


4 0 4 
21 + والك] دمع | جعه هت | - عوصا/ | : 


- 2+2 - [0- 2] + [(2)-0| - 
1 < :د ” م 


عه - )ثم فاوجد :20(9)/ / 
الحل : الدالة /ر مستمرة على الفترة |5 , 0] وذلك لأنها مستمرة عند 1 - 32 لأن 


معرفة 3 - 1 + (1) 2 - (2)1/ (1 


يمر 


مثال : اذا كانت 


1آ - 3 - (1 + 232) !1 
-- 3 - 3 رطا 27 1/0 . 


الغايك موجوده وآ -_- 7 ب 
3 -(1)/ - (:2) ] 11 ] حت موجودة 3 - (2«) / ]] (3 
حب جنر 
. الدالة كر مستمرة [1 > *:1[,13 < 1:2 


الدالة كر مستمرة على الفترة [0,5] 


(1 دمع | + :011 | - :0113 مر ] +عة هر | - 4( 7 


1 - 28 + 3 - [2 -30] + [0 - 3] - 5[مو + 2م] + 32[8] - 
5) اذا كان 
0 - :42( ) ]1 )1 
02 2) ]1 - - :2042 ) ] !1 (2 
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1 3 
مثال :اوجد 03 3 ول 
3 
9 © في 3 : 3 
الحل : حدد ات - 3 - 03 2 .[ أو باستخدام القاعدة مباشرة 0 - 032 2 مل 
2 2 213 3 0 . 3 
٠‏ 2 
مثال :اوجد 1 321:2 هٍ 
الحل : 


3 2 
89 - 277+8--- [27-8]- -ح 3[5«]- ديه م3 | - دع 32 | 
2 3 


5 4 
مثال : نتكن ‏ |2 -*|-(*#)ر أوجد «0(#) / ول 
الجل : 
2 ح2 2-2 


2 > وى *! - هر 
0 |2 -2|- (2) ث/ر 1 
1 - 0 - (2 - 26) 1111 ] | 
واوا 1 3 
الخايكة موجودةه وآ ح وبل 
0 - (2)] - (ت) ]1 3 
“. الدالة /ر مستمرة على كل من [2 > 2 :12 , [2 < 12:2 


الدالة كر مستمرة على الفترة ‏ [0,4] 
4 2 4 
4 20 / / 0000 / _ 0010 / 
2 0 0 


4 2 
1 -2) | + ع2(02 + ع«-) / - 
2 0 


2 2و ]_ 
وده - 7 +217 + جع - 
4 16 44 
2-4 - |8 -2] +01 - |4 + 2] - 
4 - |2 + [4 +2] - 
2-2 2 


00 ' 1 
22 رن *!-©م] وجد حهم)/ ,| 


الحل : الدالة مستمرة 4 !1 لأنها مستمرة عند 2 - 2 


مثال : اذا كانت 


4 - (2) /ر 1 
بآ -4 - 2ير 1ززز[] 


1 - 1 (2 
وآ - 4 -ع (2 + ا :3 1 00 ) 
بير 
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4 - (2)/ - زمر سنا 3 


“. الدالة مستمرة 
'' الفترة [1 , 1-] تنتمي الى الفترة 0 42 > 1 فقط 


“. يكون التكامل 2 + # ح (32) / 
4 - |2 -2] - |2 +2 ] - مامه + دعو به | - ,| 


1 <عر 2 ل 31:2 3 
مثال :اذا كان”_ 20 ا تت 01 
لعفت 221 :22 ١‏ ة] - )] اوجد +43 )1 يذ 


الحل : الدالة ث/ر مستمرة على الفترة |3 , 2-] لأنها مستمرة عند 1 - 2 لأن 
معرفة 5 - (2)1 + 3)1(2 - (1) / (1 


بآ ح 5 ع2 + 322 ذا 


+1جم1 55 . 
8 -<5- 1 0 2 
جر 


5 <(2)/ - (نت) ردنا (3 
“.الدالة كر مستمرة على كل [1 < 2 :12 , [1 > 2 :23 


الدالة كر مستمرة على كل [3 , 2-] 


3 1 3 1 3 
22 + 321:2) / +1002 -6) | د (20) /ر / + عد (د) /ر / ح 02 (2) /ر / 
1 2 1 2 2 


2 - 34 + 12- - [2 - 36] + [14 - 2] - 1[ شير + 3ي] + , 1[ - 312] - 


حل تمارين (3 - 4) 


س1 : أحسب كلا من التكاملات الاتية : 


5 2 
2) 1_0 - 2(01:- 0 3 2 


2-2 - كد 3 22 5 ا 5 








2 
- ]6- 4[ - ]6 + 4[ - 2- 10 - -8 


1- 
7د + قر + حك - م13 + م2 + 2م إل (م 
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1 +12 _- 2 عد 2 ود 2 - 
1 002 





- - [ه] - |6 + 2د] - [1+1+1-] - ]6+ ]| - 


لآ 0 - :01 (4 + 1 0 
00 
2002 +2 | -|*(20+ ص 
0 242 1 0 2013 
ل يي لله 
4 - عدا (0 
1 << 2-1 _ 5 
1 >2 وس -11-ها: 
1 - 56 + 1003 + )و ح- 1|423 - ا 
1 1 1_- 2 5 
2-2-1 -2] + [0] - |1 + | - وه - ]+ + 2 _- 


3 ( 7 ل ا - |0 7 ل | - عدف 3 م - 2052(032 لد 0 )6 


7 
> داو خ*]|- دأ بثك - ]| 1م - 
0 1 َ - أي 1 قّ [0] - 








ملاحظة : ع رزو ح (2«-) :5811 , 1 - 5111 
3-1 2 
0 1-1 1 10 
(1 +ج + 1()222 »)3 1م32 
0ط شت 1س | - 1 | - 5 
1 -2 2 1 - 2 


3 


تعجر تبر 3 
عدج بح|- دءمه معد | - - 
7 2 3 


عم [و+2+ 2 - 2 اا 
2 3 2 3 0 2 3 2 3 
59 سف سل عط مشللفم 

6 00-١86 
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5 3 5 م42 13 3 213-425 3 
1 2 عد5 + 4 -22 إل د يوم سس سر رر - عوك جد إل رع 
3 5 
|2-عيه4 - | - أ + )4 - 2و| - 
211 1 1- 
1 ع 4 - - ره] 4 3-] - [5 -4 -1] - 2 -9]- 
003 0000103 3 0 3 0 


س2 : أثبت أن (7)3 هي دالة مقابلة للدالة (3) / حيث 7 جه 0,2 :"1 حيث 3 + 511112 -ح (22) “1 
1 


وم + 1 ح (2*#)/ر حيث 8 جه [2, 0] :[ ثم أحسب :2:(03) 61[ . 
الحل : لكي نثبت أن (3) 1 دالة مقابلة للدالة (2) / 


عد + 5112 ح (22) 1 
1 + عدوم» ح (مد)آ] 
)ير ح 1 + يروم» ح (من) ]1 
. الدالة ()ر هي دالة مقابلة للدالة (0) /ر 


1 
7 +3 72 1 1 11 6 
3< -ح 2 بخ - [0-0١زو]‏ - 2 + ع وزو - (0)م - [2) 7 - مول 
0 0 1 071 ]| َ © 5171 00 86 عم | 
نثبت أن (2) ! مستمرة على الفترة [7 , 0] 
11 
,]ع 4 ٠"‏ , 0+ 511:0 ع [عد + :2 5112 |1111 ح- (عد) 111111 
6 0+ 0+ 
0 + 511:0 -ح (ه) 1 
 )2(‏ مستمرة 4 مجالها ‏ (0) !1 ح (2) 11111] 
2-0 
س 3 : أوجد كل من التكاملات الناليك : 


(1 +2 + 2()22 - 6 - مد1(5 +2()2 - 6 )2 


4 4 
ده (2 -ع3 - قم | > يدك (2 يع - 22 جر 22 + قن | - 
1 1 


و5 3 و-منة _ 4 أمه_ماة_ *# 
2 4 (16) ج "١4‏ |5 2 4 


18+21 13 + 128 13 1-6-8 
البق ل إلك. | وس 


لتتطاتت : |-24-81 -64] - 


4 4 [4 
4-2 + عا ”ل ذم 

2+ 1 2 -1 

خارج الفترة 1- > 1 2-1 


ا |1 + | 
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لذا لِك هذه الحالة نأخن الجزء الموجب فقط . 





1 1 م2 1 1 
2 -1+1-|2-1]-|2+1] د ,ذاه جح دنه (1 +ه) | - 114+ ا / 
2 2 2 1- ات 





4ه تن ن 
نه ف الشف 1 م1) 3 58 (1()22+10 --12) 3 


3 3 
دك (1 + شير + عر + تهمم / - يدك (1 + 1()22 +ع / 
2 2 


2 - 3 + 0-0 0 ل - 

31 2 ' 3 0 4 

7 128 -144-96 + 54 + 243 321 + أ - 131 + 2 9 81 0 
2122 12 231 4 | 


01 (4 ل عواميك ل عد)عدل/. 1 - عد 204 + عدام)عدل. 1 (0 
1 1 1 1 

01 | ده + مك4 + 07م / - متك (عداي4 + مر4 + رار ) / - 
0 0 


5 3-11 

ج1١‏ 2ر4 2 1 0مك 

سيد 0 - عل [ 2ه + بد4 + 2() ) ا 
2 0 


2 
لش ا 0 1 2+2+3] - 
0ظ . 01715 15 17 3 05 
<- 1 2 _ 5 4 
2 0 165 -1)0] فاوجد ده (») | ]] 
الحل : نبرهن أن الدالة (72) / مستمرة على الفترة |4 , 1] 


3 
0ل 2 


س 4 : اذا كانت 


الدالة معرفة 6 - (2)3 - (3)/ (1 


11 - 6 ح بده وما 
جور _- - 
1 ب اس - زج / دنا 21 


2_3 
الغاية موجودة رطا ح .بآ 
:. الدالة مستمرة | 6 - (3)/ - (3)/ 1119 (3 
4 3 4 3 4 
2ه 2 | + بيك 6 | جةه)] | +عحةصمر | دعةهمر | 


- ]62[3 + ]22[4 - ]18-6[ +]16-9[ - 12+7- 9 
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2 
س5 : اذا كانت “اميا 7 ح- (#«)ك/ر فأوجد 03 10 ]1 وزاري 70١4‏ / دا 


الحل : نبرهن أن الدالة مستمرة على الفترة [3, 1-] وذلك باثبات انها مستمرة عند 0 - 1 
0 ع 3)0(2 ع (0)/ 1 


بآ - 0 ع 3)0(5 - 1111312 


 [ 2-0‏ . 
بة -0-(2)0- 0 2 
اه ”9 


الغاية موجودة رلا -ح ]ربل 
0 - (0)ر - جار سنا (3 
جيعر 


3 0 3 0 3 
 - ]0 - 1[+]27-0[ - -1+ 27 - 6‏ ,ل[ةم| + [|تم*] - مم3 | +2 | -هم/ | 
0 1- 1- 


التكامل غير ال محدد 
اذا كانت للدالة / المستمرة على الفترة |2 , ©]| دالة مقابلة 1 فإنه يوجد عدد لا نهائي من الدوال المقابلة للدالة /ر 
وكل منها يساوي ') + "1 حيث ) يمثل عدد ثابت والفرق بين اكثر من اثنين منها يساوي عدد ثابت . 
©» تسمى مجموعة الدوال المقابلة ') +1 !ل بالتكامل غير المحدد للدالة / المستمرة على الفغترة |2 , ©]| ويرمز 
لها بالرمز 3(03)/ | اذا كان رمز متغير الدالة هو 2 . 
©» يصطلح على كتابة التكامل غير المحدد على صورة 17 ©  )'‏ ر ) + (<) 1 -غ:2(03*) / ل 
©» عملية التكامل غير المحدد هو العملية المعاكسة لعملية التفاضل أي أحداهما تنهي دور الأخرى . 


متال : أوجد تكامل الدوال الاتية : 


الجل : 
5 2 تمر 5 
ع +21 ل كير ل شير 7 01 - 02 ( 1 +22 + 4نرق3 ) | (ه) 
ات 
© + 2 - يو وى حدم + 1دير - بر وزو دام ل 0ه + 02د - ح2(0 2 + يرومع) | (6) 


- 0 


6 - 03( :0131© 01 03( :2013 32 و»2) | (0) 


1 1 
0 (3) 63ج | + :1[) ه. ده اوج | - 5623003 + 1ه «نى) | 2) 
المشتقه للزاوية 


10110 3 605- 
ا ا لل - 
3 0 
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مض 
3:1 566 1 - 032( 011+ عد ععى + 22 ) | (6) 


1 1 
ع + (4 + ع21)وم» حي - يدل (2) (4 +22) اذى | 2 - عد .4 +2) «فى | () 
المشتقة للزاوية 


نلاحظ أن كل قوس مرفوع الى اس يجب اتباع ما يأتي : 
أ( نرتب حدود الفوس . 
ب) يجب ان تكون مشتقة داخل القوس موجودة . 


ج) عند التكامل نقوم بحذف المشتقة . 
مثال : جد التكامل 07 (27) 3(25 + 2:2) / 


الحل . 3+ ثجر ع )مم 2 22 - ت)ر] ايان :دك )م 80[2) را ل 


ح يدك (2) 3(5 + 22) ل 


+قمر] 
'“ المشتقة متوفرة اذن نكامل بيصورة مبياشرة ا 


ملاحظة ؛ © + :اناد - د03 < 0605© ]1 ©+2ومع- - 02 : :غ5 ل 


مثال : جد التكامل 01 (4 + «3) 5(6 + 8 + 32:2) / 


الجل : 
2 (62+8) 5(6 +824 + عمة) | ح يدك (4 +32) 5(6 + بد8 + مة) | - 
المشتفقه 58 نضرب 210 
قسمنا على 2 


1 : 1 5(7 + ع8 + 3122) 1 
+ 577 8 + 322 م ا ا ا 








7 2 
مثال : جد التكامل لكل مما يأتي : 
52101 
114 
6 لل - - 0132 )3 2605 «نى | (0 
1 601117 2 , 
1 7 - 03 < “56 <011”2غ | (ط 


مثال : جد التكامل 07 2 + 31/22 / 
الجل : 


ا - 011 7 + م ده | - يرل 2 + على 2 
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1 0 |3 - عد (قه+ د) / ده | 
2 


دن | دب) 
+ 


مشتقة داخل القوس نضرب ونقسم على 3 





4 الدوال المثلثية علينا مراعاة ما يأتي : 
(١‏ نرتب د بحيث نضع الدالة المثلثية ثم المشسيفك . 
") يجب ان تكون المشتقة للدالة المثلثية موجودة . 


مثال : جد تكامل 
3 1 2 رن ]1 دن قي الى بين 0 
6 لل 1 605 - - 01 “32 511127 3 - يدك “2 “51111 | ح يدل *12:دةك 2< | (1 
مشتقة الزاويهة 
1- 5 : 5 9 . 
جح .| يدك 12د ”[<052»] | - 2د 2< 5111 عد”وم» - 0112 :205”1© 58112 | (2 


6 
الفا - - :02 :ةر -) ”[6052]] - 


1 1_ 01 
1 مس بن] - كب | 
ع فو0ح 7 2011 ل 1 /د بكوم 





1 
1 5 
ا و 2/1 مر “لامع 11 ح يدل دأعع5 2 (0112غ + 1) | - 
2 9 


4(مدعع5) 3 4 4 
0 - 032 10111 5661 56*12 | - +0 10111 2< * 562 | - حل ع *عع5 50112 | (4 
مشنقة الداله4ك 
7 1 2 6 2 6 
© +221 “011+ > - دل << “©ع5 011”*12+ | - +0 < “عع عد ”1011 | (5 
سبلسشحح 


مشتقة الداله 


01 7 + ع( - 3 +ه) | - عه (2+3/) 3-3 ++ | - يه 3 +2 ]| 60 


3 5 
7 3 1 3 
ع 5-5-5 - دك 3(2 + 2< ) | 3 -02 3(2 + 2) | - 


2 2 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 07707105007« 


مة ١‏ 2 متجحكد 


تكامل الدوال المثلثية التربيعية 


© + 01160 - 0480 20ع56 |[ (1 
© + 0 غ204- - 06 2520280 [ (2 
© + 80 -0116غ - 046 |[ - 06 26عه5 | - 00 (1 - 6ثعهو) | - 060 1011260 |[ (3 
ع + 0 -606- ح 06 | - 06 نعي | - 00 (1 -6ث2عىعء) | - 06 1426م | (4 


0 (2) 5260م[ -21]40 - ون “تتفت | - 006 متنو ] (5 


مشتقة الزاويهة 


+26 زو -20 - © + (260 :11ص 2 -42)8- 
4 2 2 2 


0 (2) 0 5م [ 2 + 06 ] - مه تتفل [ - 40 5206م ]| )6 


مشتقة الزاوية 
+ 20 11 1ر1 - +26 1 <+26- 
و ند مك يل 5 
(ط + عنه) ومن 5- - زط + عدم) :517 |[ (7 
(5 + عده) 1 - زط + عدم) 205 | (8 
مثال : جد تكاملات كل مما يأتي : 


ع +32 05 3- - 032 32 :وه (3) | 3 -02 51:32 9 | (1 


مشتقة الزاوية 


ع + قير ومع 4 - ح يرل ير ووزى (3:2) 1 ح يدك ثمر :نزو 22 |[ (2 
3 سحصبيت: 3 


مشتقة الزاوية 


121 2511113605 - ع2 2ومع + 2د 2:وؤو/1 |[ - 02 :5112 - 1/1 |[ (3 
2 *2051(2© - حسفىال | - 012 0521© +2 2584112605 - متوفول | - 


1 (052© -22 5811) د / 


© + (3 :511 + 2 605)+ ح مح + (51112 -2 205 -) + - 








1 1 
[ :4 تومه | + :011 :21 و | عد 1( 1 ح :01 (205222 -+ :260521 - 0 


1 
( ع صهدمء + 4)ج | + جك :23 2605 | - 4 |) 1 


[ 204 د4وهه | 2+ ده | + جك :23 2605 | - 4 |) 











4 
اك 3 ح + زمه زوج + عد + دقام ) 2 - 
© +5114 جد +1 دس +23 نأو 2-2 2 - © + [عدة «تاوج + :دج + :51:23 - )| 2 - 
ا 
> ل يدك :زو 7 +214 ىو - دير ب 
32 4 8 
8 1 : 
م + لتك تعتنات - 03( «دأى + دومع) 7( 5م20 - 2 :«غى) |[ (5 
اد خرف - يدل عرأعموة ارمخ ل لمر | -<02 > مسندر )6 
72 9 0000 0 دسم ك2 2 31 011 
دهعو 2 - - ده 6أ0» تهمعى ل انه 256 - :03 1011 تمعع5 ل 
00 :نأو - 1) < 0605© | - 02 0522© 2 2065© | - 02 «ةوم» | (7 
3 
. -- -23 5111 - 112 2< 05» 2< 2 5111 |[ -02 2 2065© |[ - 
2 
سات - دك دأعء5 01172 |[ - دك 0 )8 


9( | 5113162 ©0523 03 - | )2511133 605 310605233 


تستطنت كد 5 اه أ 0 
7 ج) -<ه 0053311 | د - 


51121 لك 26 8 2 205 ) 


1 1 
© +321 0-05 حم ل 


©05 22-5110 ©05 22-5111 


(23 5112 - ع3 2()©052 5111 + 22 05©) 
2 -س- با ببح 
+511 - 213 205 


1 1 
ح + :60523 رج -22 20 - 013 (21 5111 + :21 5ه | 0 


)1-0562( 


حدر -ح يدك 58*31 | (11 


م6 ص مر مو 22885 ]| ا يرل ] 1 - 
12 2 2 2 

© + عر - م5 01 - - دل | حدية5 ثةع»5و» | - دك (1 دع 5 أعوع) | - دل :5 2012 | (12 

© دع - ع7 11 - عد (1 - 72 2ع ؟5) | - يدل 272 2011 | (13 

14( | 511: 432 . »052 21 1 


ملاحظة : اذا كانت الزوايا 4 السؤال غير متساوية فنساوي الزوايا 
1 2015© 1 5111 2 - 222 5111| |21 605 22 5111 2 ح 42 5111 
4 __اعدادية الثورة للبنين ابابل( لك 6 _____077207105007__< 


جم ١‏ 2 متجعحكد 


عد :213 2355111 ومع) | 2 - يدل 0522© 22 205 22 :5111 2 ل 


04 ومع) 


ع + سل ح ينل م2 :زو 2-) 7 | 2 


1 :2< “5111 . 22 205 | (15 
(23 0605© - 1 ح عن 5111 (054.3ح + 1 - 0522© 
1 (21 054 -2216 5) | - 22032 0605© - 1) : 205 ]| - 
1 1 111 1 1 
اتج (4) 205 [ + + 432 []ر - (2) 23 05) ]7 ح عد (<4 وم + 1) 2 - :22 5) ل 2 - 
1 5111 


م ل 1ه 1 ع2 وو 1 دع + |( ع بير سم - 
4 4 2 2 21 





مثال : جد تكامل 013 000 
الجل : 


دكدرزء -1 -غ:2:ئو1]60 2 032 2 05»©. (1 51112 - 0 | - 2د < 05»© 2 “و20 / - عد 31وم»0 / 


1 511) 1 5 
حتت بعرو 11و -0132 13 05© 2 1 -22 05© ل | 


مثال : جد تكامل 012 605220(2©) ل 
الجل : 


1 1 , 1 
1 205 + 0 | و - 01 2 5) + 1) م / -- حل 2د 2ووم) | 


1 1 1 
01 | (42 دمع + 1) ج +2 دمع 2 +1| | و - 0522© +0522 2 + 1) | و - 





+ ع4 111 ا 0 12 0 2 السكست ) 2 + 12 ع2 - 
4 6" 27 1 6" لبي وت 4 6" 2 لهك 511١‏ 2 


مثال : جد تكامل 02 23 4:خؤى ح عر أومع) ل 
الجل : 
517120 ل عر كومع) د وزو ح عر 2ومع) / - يدك دادو ع عر ذومع) / 


1 - بعرنوزو دعر ئومع)| , م2 0605© ح عر وزو ير كوم 


5111 


+ ست ح يول :2 ومن |[ - 


01 511131 
مثال ؛ جد تكامل ادر 


الجل : 


1-05 2 


1 - ©05 2 1 - ©0605 2 


3201 5111 205230 - 1) | 31 5111235111 مساس انان تمت | 01 511131 ا 
1 605 - 


4 _اعدادية التورة للبنين ابابل 0 ل 6 077207105007 ____< 


جم 2١‏ متجعحكد 


201 2052(5111© لد تعمد 1) / 


(60531 51112 + 2 5111) | 
1 0858© ل 


5 3 
2 


+ غ6052- 


مثال : جد تكامل 0112© 23 5112 + 1/1 / 
الجل : 


01 0513© 2 5111 2 ل بر فوع ل ع1 51112 / - 01132 58123 لد 0 


د “052(4© + 2 5111) /١ء‏ / - عد 0522© 0513© 2 5311 2 ل متوفول | - 
© + (3 5111 - عد 605) + ع © + (3 5131 + :د60 -) 1 - :3 (:051© + ند 171ى) + / - 


3 
مثال : جد تكامل 07 22:5 + 3مزلا / 
الحل : نستخرج عامل مشترك لأن المشتقة داخل القوس غير موجودة 


1 
ده 22(5 + 4) د | - 011 عه +1 | - دك رض + مضل | 


4 

2223 +1 1 يآ 

تولاج دمو مه. ترضية +1) | و 
3 


4 3 
ع + 22293 + 11 - 


حل تمارين (4 - 4) 
جد تكاملات كل مما يأتي ضمن مجال الدالة 


غير 00 2 ِ_4 2-2 
01[ 1222 -ج1)/ - 5 9-(9-+1222 ار م 9 ِ 1 )1 


2 





© + 12 - تنود - 02 422-12 | - 


+51 - :1/5 , 71# - وول و العتتار »م 


1 


1 107 1 “(#/د5/ -3) م 1 
2 2ك -3)]ش2 -ح للمتتتة| - 
١‏ )لع -- لق 


8 
ع5 - 3) 2- 1_ 5ل/ء 17 1 2- 
7 20-2-<ت 5ل -3) دا لد - 
8 1/35 ف 7 5ل 
مشتكقة داخل القوس 


جم ١‏ 2 متجعحد 


8 9 
6 4ل («1/5- 3) ع ل 


“دك مه (16 51112 -1) _- | 005 مدوم _- عر دوم 
01 23 1-5412 1 كك 23 1-5212 1 0 0-7 3 
(52112 + 1) (52722 - 1) 


7 0523© (511113 لل 0 2:2 سس حت ]سح 
12 5212 -1 








“*( 5111) 1 
0 +2 5111 ح- 012 (د 05© 51112 + مدودم) | حِ 
ح برعوحم 1 0512© عون | (4 
7 5111 
دعم - 1485| , يوق ع« ووه ل يبرعو ] -ح يدل 2 205 2 2و2 2 عو ] - 
و" 5111 
+2 عوع- - 03 2012© 2 52ح | - 
1 
ويحل بحل آخر بوضع --- -ح برع وح 
2 و" 
)دل عر 4 (5 + 322) ل - 03 ويريي / (5 
1- 3 + 1)322 1 
+ ب لسعب للتتتتح د مين هرم) 4-(5 + 2و3 | 2 - 
5 5(3 +1832 2272© بن ان اق 3 ع 
ل قري كفن دل 5(2 + 2)/ة ]| - حل 25 + ع 10 + 22لا | 6 
5 
5 3 2+3 2 
(مشتنة داخل القوس - 1) 6 + 5(3 + نن)م عدم + سح - يدل 5(3 +م| - 
3 


د 2< 5171( 54م» - 1) |[ - 12 2 اناد « :زه | - د ةزه | (7 


1 (51113-) “صوهم) | + :13 12 5111 / - د01 2< 2052 511112 / - 3[ 3 5111 / 





3 
1 05© 
اسايق + :005136- ح- 
3 
1 -1/1 605 
والمقام هو مشتقة تلك الزاوية 005 تكامل زاوية 01 سول ]| (8 
1 
1 1 / 1 272 - 1) 05»© 
1 |2 04-2 2-) [ذ- هك عم | - - 032 ا | - 
مشتقة الزاوية 


1 
© + عن - 51/1 2- ح عم + 2( - 1) 5811 2- 





كان السؤال أعلاه بالشكل التا 7 مسفمسك]| 
لو كان السو 38 لي 1-9 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


تكامل زاوية 5112 والمقام هو مشتقة تلك الزاوية 


1 


عه (2- م - 4 2-) أ - 4 سن | 2- - 012 ات مسد | 


)1- 2 55-55252525295 





مشتقة الزاوية 
1 
© + ع - 1/1 0605© 2 ح ع + 2( - 1) 205 2 - 
05 مشتقة داخل القوس غير موجودة نفتح الاقواس 01 4 + 322) / )9 
63 ”بره 5 7 
6 +21 + حي + حم ح يدك 1 +1 62 + *ع92) | - 
د عدا - نن و خلا ]| 10 
و 
نستخرجه عامل مشترك لمحف | 5 
. 1 / 1 1 
2 
[2-1) 22م (1 - :)ءا 
عه لحمب | ديه جب | ل 
4م01 4 


1 3 


1 1 1 1 1 
17 2 2 .1(2- 6م | - 0132 24 24 . 1(2- 6م | 


3 1 3 1 
22-2 22-2 1_ 1/ 1 1 
عم ++ مح 4 دج ب حتحجكت 2 2 ج21 )2 2 02-2 | 2 
3 3 2 
2 


سريت 


مشتقنة داخل القوس 





0 500 6ل 
لو كان السؤال أعلاه بالشكل التالي 2 


حم 


3 


ا ا 


4 


|| 
عم 
حم 
| 
6 
طل١ا‏ 
35 
6 
|حل 
6 
! يل أدب 
بح 
م 
|| 
الي 
بهم 
حم 
| 
6 
كوا 
غل١ا‏ 
- 
6 
زكدا 
ب 
م 


|| 
| 
كد 
ال 
م 
م 
ْ 
فخ 
حر إدحم 
نل 
حم إدحم 
| 
| 
5 
حم إدحم 
دب» 
9 
مخ 
م 
م 
| 
نين إن<ا 
بع |90 | 
كدض 
أل 
55 
| 
آم 
مم 
هجح 
كدض 
أل 
55 


مشتقة داخل القوس 


2 053(5»ع + 1) | (11 
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- ]1)14+ 220532+ 00571 205231: - 1 + ©20562( 


1 
01 [ 60ومع 1 201 + 260531 لد / / 0 








١ ١ الشكت‎ 
3 21*57 6م‎ 
1011 


© + حك - يدل (4) يرك عجو - 1 4 2ع5 | (12 


رت 
6 الى ع 6و" 2 ص 








6 + حك - ح يرول «21 عو (2) 1 - 2د 2526222 | (13 

و ل لكك ميات 103 - ع8 أعو5) |[ - 01 281 2011 | (14 
1007 _ 606 /ه 

ل 0 005221 1 15 


2 اك ورور كا ره ونع كك ودار 


1 1 
3 2| 07 )- 2252 230( 1 


3 
1 3 1 2) 1 
© + (2 3مع) ك0 0017 دم ل لستلجدة بد - 


2 3 

2 
تسد دع دع + اتلد + د - - :3ك 40دومء + 1) 2 ] - عد 2005222 | (16 
511111 _ 1 51111 _ 1 _ _ 1 _- 22 
2-0 +( 0 )2 - 05162(03© 201ل - يدك <8 51112 | (17 


2 
01 |(:56مء +1( ّ | - ع0 05232») | - 02 :43و00 | (18 


- 1 + 20561: 1- 0561+ ©0052 61: - 1 + ©205122( 


1 1 
011 [ 12ومء +01 7 + 200561 ل / 9 ّّ 


1 251162 1 5111 1 

ا / 12 2 0-7 6 1 
1 1 1 1 

© + 123 ل" +6 1 و7 - 
3 


1 1 
+ د12 د حت بر يرت ب 
6 + نر آي 7 0 


م ١‏ 2 متجحكد 


اللوغاريتم الطبيعي 


لتكن 11 دالة موجبة قابلة للاشتقاق بالنسبة الى 7 فإن مشتقة اللوغاريتم الطبيعي للدالة ]17 هي : 


2 مشتقنة الدالة 01 1 
لقف - -ل-- ح (مة:]) | وعليه فإن أء + |171[14 - 411 - ]| شرط ان تكون الدالة (/18) موجبة 


وتستخدم هذه الدالة 24 توفير المشتقة الأولى ث4 بعض الدوال التي يصعب اشتقافها وهي نملك مجموعة من الخصائص 





الخاصة مثل : 
مثال ؛ اذا كان (4 + 32:2) 118 - 17 فجد 0 

ع - 2 ب (4 + تبوة) ب« - بر 
مثال : اذا كان (2 5211) 111 - 37 فجد 0 


1 605 22 0137 
2 6014 - لاح حت جح (2 :511) :111 ح رو 
7 5111 01 





1 
متال : اذا كان 6 7 - 37 فجد تت 


1 
معدم - برج (ج) 7 ح بو 


2--- 22 111 د بو 
0-2 1 )0 
1 3 ا 
: 2 لم ل 7ا4 
مثال : اذا كان ( “25 -+ 3 111)40111] ع رق فجد و 
5 097 لكك ك2 د كك" +2 111)4011 ح رق 
#عر +2 رجا 2ك 


2 + عرلععو 2 7 
2 +303 2عك 





متال : اذا كان (2 12)111] ع 7ق فب .2 
1 1 1 01 0 
5ح :7 5-29 - 
1 +211 2222 11732] 01 ل ) 
مثال : اذا كان 33 18] ع 7ق ل 
011 
1 01 
1و 1 _ ١ك‏ 
1 32 01 
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جم 2١‏ متجعحكد 


مثال : جد مشتقة الدوال التاليك : 


1 24-511 2605 01 5 
- لل جح (نر بزو 2) "7 - بر (1 
1 25111 01 
2رو رو 213 
1 


0 11 2 - 1113 ج 7( 111)5111 - وآ ج *(2 5111) ع بز (3 


01 2 _- 
00 ج ر 4 ع )11 ع بز (2 


/ 


- ( لضفت 8 1 
برد _- 1 2 5111) 11 0 





(2 :581) 1+ 0 
0 
تعريف :. © + |11|7] / اي اذا كان المقام اسه ([1) ومشتقته موجودة بالبسط فيكون تكامل 111 . 


مثال : جد تكامل كل مما يأتي : 


فى 


» + |1 +ع م - كك ]1 
ا 
22 13 
© + إعر + 2325| 11] 0 1 





1 605 
© + |2« 5112| 11] ح- عدل0 : 1 - نجه :غم | (3 
1 5111 








- 2 
© + |« :11 111 ول - | م 


/ ©0605 9 089 


ع ل |5216 11 - _ لله 
ظ ظ 09 +521 ل 1 


دالة اللوغاريتم الطبيعي 


الدالة الاسية "© هي دالة عكسية لدالة اللوغاريتم الطبيعي بمعنى آخر هناك بعض الدوال عندما نشتقها أو نكاملها 
ندخل عليها الدالة الاسية ثم عندما ننتهي نقنوم بالغاء الدالة الاسية عن طريق ادخال دالة اللوغاريتم الطبيعي الهدف 
من هذه العملية هي لتغير شكل الدالة المراد العمل عليها . 

1 


2 "6 - (مشتقة الاس) (اددائة) - (0ه) 2 





وعليه فإن أ + “م ح "6 | | وهي تمتلك مجموعة من الخصائص الخاصة مثل : 


1 خم 


م ١‏ 2 متجعكد 


01 


2 1 10111 
560 ). م86 ح- 
) َ( 01 


انق كار 
2 
متال ؛ جد 02 *6 2< ل 


1 1 
+ 2ج ح يوك “6 | 2 - عدا مم 


الدالة الاسية (الاساس عدد ثابت) 


نفرض أن 0 عدد ثابت يمثل أساس الدالة الاسية فإن مشتقة أي دالة اسية مرفوعة لقوة 11 هي 


7 01 1 
0 1110 . 07 ح (مشتقة الاس) ( الاساس ) ( اندائة) - ”67س )| وعليه فإن | © + "© ير - يتك ("ه) ل 


وتتميز ببعض الخصائص التي ذكرناها 4 الدالة الاسية السابقة وسوف نوضح ذلك لف المثال التالي : 





جد كل ممايأت 
لاجد ككل هما ياني : 
2( 3-ت4 )4 جا - (26) (171)4 42-3 - 0 4-3 ح بر (1 
(2052) 5 111 51113 0 كح 5598 وير 2 
2 هو 1 0 1 
3 .0120 7 273) - - 5 000 ح 7و (3 


775 3 (7) 1 7(5) -2 جح 75 < بر (4 


: 01 5 
مثال : جد 0 لكل مما ياتي : 
(1 آل 2) د كدي - د جد عدثكدى ح 37 (1 
011 
بولح :3 1ك 017 جل 01 -00 (2 
01 
67 -ح-(1-)* م - 52 ج 3< م -ح رز (3 


1 آم + غم لا ”© 1 -ح 7 (4 
7 ' 7 ' 1 
01 1 
ر*م2) وم [تم + تمعع]| ع إاتم ل تتوعر | ز“تععر) 5م 00 ج (*ع )5 ع 7ز (5 


6" 01 6" 
[(40)1 )4 ] (3 1 ) 24ج - 0 ج 30+45 د بر (6 


01 
:23م 2) تذى حم وم - - جح ند 001 - 7غ (7 
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ْ ' 01 ' 
(5) 11آ ددم "551 ح يرومع (5) 11 551717 - حت 551972 عجارو 8 


مثال : جد تكامل لكل مما 


3 
َْآ: 


24+ 


+ تم - يرل (1 +2 "62 | 1 


مشافهة الااس 


ع + ت"أكى - يرل زمر ومع) ” الأكى / )2 
ا 5577 


مشافه الااس 


1 1 
6 + 26 - يرك (32) أت | - مول غير تق / - دك “مم تيو | (3 


مشتقة الااس 
(232م ل 263 ل 0 | - نول 5(2*م + )| 4 


22 1 و" - 22 1 2 ١‏ 
+ تكم ح + *26 + ير - :43 | 2. 0086 6 +1|] ب 


ع + لكأن جح يرل برأع وو , تداج |[ (5 


ل 26 0 50 4ح © 5 
0 ) #تمع + 2) 11 )0 ممع + 2) :جا 7 *+[(2 :201 + 2) 7171| - 0 


1 - 772:3] ح (1 -72)2 -(1 + 2:)2] - 





ع عر دام ب ناما 


1 / 01 
) "6 


1 اج 
- 2|22- مه 2 | 9 
» + ل مه ح يرل 40 [ (و 


ع + لاق 2 





ع + -5< د - - 22702 عمى) 3150177 (7) / - :02 (2271 عن و) 3165177 |[ (10 


حل تمارين (5 - 4) 


٠ 2‏ 
س1/ جد -- لكل مما يأتي : 





6 0 5 
2 ح -.(1712) 2ح كد جد (:171) ح جز (0 


3 __ 14 14م*ة- _ ريك 3- _ 1 - 

1ر3 لك حك جح 3 بر ون د بر جب (25) دتره 
00111 را (513-)- _ 07 - _ 

ا ل 0 ج رم« ومع - 2) 111 ح ب 6 

جد + 5ع (3 + يو10-) - (3 + مو10-) , قنمق قدي اد لك جد 345+ 5و د بر (ع 
و 1 دانن - ددن - 

(9-) ع د كوي 9# د ل د 98 د بر رم 


- 7 





مق , - (2-) 7 نك 75 د بر ا 
(2 + ع) تمعن - م2 . خع + عع .تير - لل جا تج كير د دبز (ز[ 


س 2 / جد التكامالات اللاتيه : 


000ص 008 0 1 1 
مشتقة المقام موجودة فا تذكامل هو 11 و" 1 (3 


- ]1 | + 1|[3 - 23١ )3 + 1( - 1 )0 + 1( - 1: 4 - 1 1 - :ا‎ 4 - 0 - 11122 - 2 


(9) ها - (25) ها - و + 0[ س1 - |و + 16 15 - 9|[5 + 2 «1] - :2ه حي و[ (م 





- 1152 - 1132 - 21 5 - 2103 - 21 


0 1 231 1 0 21 2 012 


1 
: | 5 | 11 5 -_ 01 3 


0 | “قااي _ “15 ]| 1 --_- 


]52- 32[- 3]16[- 8 


إلى ل قاطادى] # ح 04 [3-ى]- ح :1(03-) و - ح يدل مهم (0 


1 5 1 ع -[2-1-1] - 0ع _- 7 ]| _ 5 


2071 3 03 3 3 3 

:ل جنا :2 لعجن لقيدنا ‏ | - (لتجنف] - بن عترم + 0م ره 
0 

ويمكن ان يحل السؤال بطريقة ثانية وهي توزيع *© على القوس بعد فتح القوس 


31:24 


(1 + (4)0 + 03) 72 -1 + (4)1 + 13) + - 101 + مي4 + تير) ]| - يدل 00 بر 5 
1126 - 0 - 1126 - 1 111 - 1116 - 
1 1 1 دادج 4 
آم 2م لاج ب 4لاى -103[4ى] ب تم - بولك 2ر4 | دو 1 - :43 ري )ل )8 
1 


فد 
4 


1 + 12] 3 45 ا 1 9 
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5 -)2011 لد 2 7 - تمع ع 2 7 - 





عيبي 


- 13 








0 - 13 - 8111 - 13م 7 
1201 05©. 1 0 اننع نك اخ 0 - فدات سا0 )1 
0 وى 6 2-0 





2/550: 


ب 


2-3 - | 21-2 - يل -ه - إ عمل - قمعل |2 - 


:دل 51 10201 - 2ر5 أعوع) | - دل :5 أمء 52 2012© | - 31ل :5 201 |[ (( 


521 66 | - 022 (510 2522 51 66 | - عد 5 غأم» -دعر5 “لعو ير5 66 | 


ا 22 «زى) | 2- ا - 


012) > تتنطخدة تسنفدت | - - عد 51 )5ح د51 ]| 2 - 
© + د51 5111 111 - - ع5 0-7 ح م + |إجر5 5111| 10 5-- 
5 5 2 5 
م+14--[1م-0جم] - ل _ مم | 0 07 
1 2-1 -5 


21 


ح مدل ع« :ةك * تكن مل را 
[2] - جك ل[ - دك 1د .عد م 2 7 


س 3/ اذبت أن 


6 - د04 جيرا[ )1 


0-0 مان 


_ 8 
3 - قم | - 1.5 
6 1 

3 3 1 3 1 2378 
[1 -1] - 1[2 - 2]2 - 1[2 - 1(3) ] - 1[2 - 8(3)] 3.3 - كاله 


2 1 


59 6 7 - 5 ): 0 د - كم | - عه 


دن إاتم 


5. 7 بم -2 -(2)1 - 


0 - 642 - :د3|,] (0 
27 << 33-6 _ 
2 > 6م ]| -ا6 38 


4 2 4 
-32) / +02 (6 +ع3-) | -عهاة - »3 / 5. 1[ .ا 
2 7 


1 7707050077 ا 








5 3 
6 - 7 ب و62 ب 25 - 


قه - ج] - [24 - | + [12 - ي-] - [12+ 2-] - 


[(6-12]-[24 -24]+[6-12-]-[12 +4 6-] - 
ذ. . "! - 30 ع 6 + 0 + 18 + 6 - 
س4/ (2) / دالة مستمرة على الفترة |6 , 2-] فإذا كان 6 - د 0ت ]1 وكان 32 ح :3[011 + (0) را 1 


فجد :3 (20) / م 
الحل ؛ 


6 
2 - 3102 + (2<) ر] |: 
6 6 
2 - 02 3 | +عه ممم / 
5 و 
6 
2 - ص [3] + دك 20 زر / 
5 
6 
2 - [(2-)3 - (3)6] + جدك («) ر / 
5 
6 
2 -ح [6 + 18] +012 (2) /ر / 
- 
6 
2 - [24] +02 (2) ر / 
0 
6 
32-4 -ح :12ل (2) /ر / 
ف 
6 
8 ح- 02 (عد) ر | 
5 
6 1 6 
000 / + يدك (6)/ / 0000-0 / 
1 و 2- 
1 1 1 
2 - 02 (د) ر | + 6 - 8 ح 122 (2) /ر | + 8 - 02+26 (:2) ر / 
2- 2- 2- 


1 م 1 
س5/ اذا علمت أن دك عد 25602[ 2 - عدف [2 + ع ) ]][ فجد قيمة 1# © 0 . 
الجل : 


1 
1 1 مم 4 


قد 4 1 0 

[[2]01 - 1[مدح + جي] ج نل عر 2 2 - 03 + 

|0112 ] 21 و 201 0 2 | / 
ي 2 _اعدادية الثورة انين اال ص ا 770710500 سس 





[0 مع - 2 1ج7مع] 2 - [5+4]-2+24مء 
4 2 ' 2 2 2 


-1-2-جخ ب 2م ب [21-0 - 1271-1 
2 2 2 2 


2 1 ,م 1 
0 - 0-6 + ثم جح 2 - 3- م2 + ا 
0 ع (2 - ©3()6 + 0) 
يهمل ‏ 3- ح 06 جح 0( ع 3 + 0 :611111 
لأن 1 < 60 2 - 0 جح 0 ع 2 -0 01 
س6/ نتكن 1 + 2 + 2 ح (36)لم حيث # © ع/ دالة نهايتها الصغرى تساوي (5-) فجد 026 (20) / ]| 
الحل : “. للدالة نهاية صغرى 
1 + ع2 + شمر ع (مد) ر 
2 + ع2 ح )زر 
2 7 
1 --« ج 2- -22 ج 0 - 2 + ع2 ج 0 - رز ) / 
لأنه عندما يأتي د السؤال نهاية صغرى تمثل الاحداثي 77 24 النقطة . 


(5-, 1-) هي نقطة نهاية صغرى محلية وهي تحقق معادلة الدالة (3) / . 
4- دي ١ج‏ ع +2 -1 - 5- جح 2غ + (1-)2 + 1(5-) ح 5- 


4 - ع2 + ذعج ع (ن) رز 


3 3 
دل (4 - ع2 + كر) / - عله | 
1 


قءة - |12 ٠‏ (209 ا - أيه“ + - 


1818 _ 26 
3 


س7/ اذا كان المنحني 1 + 3(35 -) - 5 له نقطة انلاب (2 , ©) جد القيمة العددية للمقدار 


0 (0) / 1 - 0م ]1 1 


الحل : نقنطة الانقنلاب ناتجة من مساواة المشتقنة الثانية للصفر 





- ]94+9-- 12[ +1 4| - 6- | - 


1 +2-3(3) - )رم 

] 20 - 3 )2 - 7 

3 -2ه 3-0 يرك 0 - (3 - »6 ج (3 -2 6- مر 
نقنطة الانقلاب هي (1 , 3) 1 -83-3(35+1)- (3)/ 
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5-1 , 3 ح- 0ن جح (ط,ه) , (3,1) 


01 م 0 1 


60-4 / 32 م / 


امول | 


])1 - 3(3 - )0- 3(3[-]30)3--3(5-3)0-3(4[ 
- ]-8 + 27[- ]0 - 27[ - ]19 + 27[ - 6 


إيجاد مساحة المنطقة المستويكة 


مساحة المنطقة المستوية المحددة بمنحني ومحور السيئنات : 
نساوي الدالة المعطاة بالصفر ثم نحل المعادلة لايجاد قيم 23 ومن ثم يتحول السؤال الى أحد 


الاحثمالات الخمسة الناليك : 


أ 


أ- اذا أعطيت الفغترة |2 , 0]| 2 الدالة فنقوم بتصغير الدالة واستخراج قيم 7 فإذا كانت تنتمي الى 


و 


الفترة المعطاة فنقوم يتجزتة التكامل الى جزتين أو أكثر . 
أما اذا كانت لا تنتمي لها فلا نجريء التكامل وئكن 2 كلتا الحالتين نقوم بأخن القيم الناتجة 


المطلفقة للتكاملات . 


- تعطى القيم على شكل [2 , 0©] مثلا أو على شكل بعبارة المستقيمين 6 - 3, 0 - 2 ويكون لها 


نفس التفسير السايق . 


ج- اذا لم تعطى فترة أو مستقيمين 4 السؤال فإن قيم 7 الناتجة ترتب تصاعديا وإعتبارها قيم 


التكامل دون اهمال اي متجهة وهي على الاقل قيمتين . 


د- اذا كان المطلوب إيجاد المساحة بين منحني ومحور السيئات ومستفيم 01 - 272 فقط . 


نقوم بإضافة هذه القيمة الى القيم النانتجة من مساواة الدالة بالصفر ثم ترتب تصاعديا 


وإعتبارها فترة دون اهمال اي فيمك . 


ه- هناك بعض الدوال لا يمكن تحليلها لايجاد قيمة 2 عن التصغير فإن المساحة تكون تكاملا واحدا 


وعلى الغترة المعطاة . 
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جم 2١‏ موحد 


مثال 1: جد مساحة المنطفقة المحددة بمنحني الدالة  4«‏ 3 - ()ثر ومحور السينات وعلى 

الفترة [2 ,2-]. 
الحل ؛ 

0 دع4 اثير جد ع4 - ثير - (من) /ر 

0 ع 40 - تيع 

0 عد -1ع61/[12© 

|[2- حم]| , [2حع]| , |0 حم 2+ ديرج 4-0 تعر بمرم 

41 


4 0 
4 - [و-ه4 -[م د 7ل | دعو ضصه- تم | ديم 
|21 4 0 


41 غير 2 
4- - [0] -[4-8] - 21 د - مجه ضيه - قد) | - يق 
0 2 4 0 
114نديه 8 ح 4 + 4 - |4-]| + |4| - |ر4| + |4 | - 4ل 
مثال 2: جد المساحة المحصورة بين منحني الدالة 204 - 7[ ومحور السينات وال مستقيمان 1 - 2 , 3 - 2 


الحل : حيث لا تجزأ الفترة فنعتمد على الفترة المعطاة | 3 , 1] 


[6»]1,3 0 -,ع جح 0 ح كر 


2 26 1 27 تير 3 
-8 - د حب الاح آلب - مده 2 | -4 
3 1 


إجدالمساحة المحددة 2# + 322 ثمر ح («)/ ومحور السينات . 
التحل + 
0 ع2 +2ع 3‏ تير 
0 - (1 -2()2 -غ)ع جح 0 ح (2 +دعى3 - شع )نر 
0 دع 1111© 
0 - (1 -2()2 -2) 01 
: ' 


1 1 1 2 3 1 ح 41 
2 3 2 3 
- (0) -[2-1+1) - يم ب أتمد+ ثم | عه صه + 3 6 1 
4 4 0 1 09 


2 4 2 
1 1 2 3 6 2 3 
ل - [2-1+1) - (4 + 4-8) - يم ب 2 + ثم - ]| ح يرل (2 + ع3 - ”مر) | ح ر4/ 
4 4 1 4 1 
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تزيونة 21-4 +41 - امها+ ايه - 
7 70 274 41 - 


مثال 4: جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 1 -722 - ()/ ومحور السينات وعلى الفترة 
الح ]| 
الجل : 


]-2,-1[ ,]-1,1[1.11.3[ 


“4 2 2 رت برق رت 17 تر 2-1 1 0 
522 لشداتح [زلسد البلدغ لم للد)] كح عت بت جح إل إل - 
3 3 3 352 3 3* ,|7 3 ول * 
4 2 2 17 30 1 
سح سس لد لاح 2 د عه (1- 2د) | ديق 
3 3 3 7 0 
10 2 18 1*5 3 2-0 5 1 
م لحل للد ]| ح تبر 0-6 -- 
83 003003 3 3 
عنس و - | + د -| + وا - ايها + ايها + ايها - 4 


مثال 5:: جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 4 + 325 - 7[ ومحور السينات وعلى الفترة [1 , 1-] 
الحل : نجعل 0 - '[ 


4 
كن سدح يرج 4- - 322 ج 0 - 4 + 317 


1 1 
4 + 32 / - :ج1004 / 4 


1:12 10 ع |10| - (5 + 5) ع (4 - 1-) -(4 + 1) ح ر1م4 + تم[ - 4 


حسب الحاجة ‏ 2-,1-,0,1,2 - 1 7 + 0 دعر جح 0 - ( 51113 
حسب الحاجة ‏ (2-,1-,0,1,2 - 11 جم + 2 ح بر جح 0 - يدومع 
مثال 6: جد المساحة المحددة بالمنحني 7 5117 - 7[ ومحور السينات وعلى الفترة []1 , كسمم 
الحل : نجعل 0 - '[ 
2-,1-,0,1,2 - 11 77 + 0 دعر جح 0 - 5111712 


نأخن قيم موجبة وسالبة لأن الفترة المعطاة موجبة وسالبة . 


- 
|| 


يجزئ التكامل »,5 -|ء 0 - 8«, 0 


- 
|| 


1 
لا يجزَئْ التكامل |, 5-]|ع م - *#, 1 
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1 
لا يجزئ التكامل |, 5 -] © 2 ح عد, 2 - 11 
1 
لا يجزئْ التكامل |, 5 -] © جر - , 1- -ح 1 
1 
لا يجزئ التكامل |, 2 -] © 2- ح بع 2- - 11 





عم / | دعة ضاي | 4 
0-2 


1 0 
701 5111 / دده مد الى | -4 
0 ف 
2 


0 1 0 
(0 205 + 7 05-) + 0 5 + 0 وم»-) - 0[ 05©-] + ع [< 05-] ع لم 
2 


3 -|13-<|2|] +1 -|-(1 +1) +(0 + 1-) ح 4 


ملاحظة : رسم منحني ال 5118 فعلى اساسه نجد القيمة المنتمية الى الفترة المعطاة [72, 55 . 
مثال 7: جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة /1 605 - 7[ وعلى الفترة []1 , 35-] . 





ملاحظة : رسم منحني ال 005 فعلى اساسه نجد القيمة المنتمية الى الفترة المعطاة [1 , +1-]| 


1 
7 © 11 1+7 >2 0 ع ع2 0605© 
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1 
يجزى التكامل [, -] ع 2ع , 0 < م 


لايجزئ التعامل | [2,7] » كدح د, 1 - :1 


- 
يجزئ التكامل [7,76-] © 2 - د, 1- - 1 
7- 
لايجزئ التكامل 2 [12,7-] 6 25 ح بر, 2- ح , 
51 
لا يجزئ التكامل [7, 36-] © د ح ىر 2 - 11 


.قا | | [-.س] د سرما 


0 " 
1- 1+0 - 2 [51::2 ح يدك < 5م» / - 41 
- 


1 


2 
2 - 1 +1 ح م املد - ععة دومع | ح ج42 


2 2 


8 ادم 


1 
1- -<1 -0 - 722 [51112 - 032 :1 0605© / ح- و4 
2 ئ 
غ111 4 - 1 + 2 + 1 ع |1-]| + |2| + |1-]| ع |و4| + |4 | + |4 | - 4 
س1 / واجب / جد المساحة المحددة بال منحني 47 5811 - '[ ومحور السينات على الفترة 2 0] 
س2 / واجب / جد المساحة المحددة بالمنحني :213 605 - 7[ ومحور السينات ضمن الفترة 2 0] 


س3 / واجب / جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 6 31:2 - 37 ومحورالسيئات . 


المساحة المجددة بمئحئيين 
اذا علمت معادلتي منحني (72) 9 : (2) / المعرفتين على الفترة |7 , ©] وكان المطلوب ايجاد المساحة بينهما فنقوم 


بايجاد الدالة المولدة وهي (7) © - (3) / - (:2) /١‏ مع مراعاة الاحتمالات الخمسة سابقة الذكر بالنسبة للدالة 


المولدة (2) 12/ . 


01 ممم ] 4 








ملاحظة : اذا كانت الدالة المولدة لها أكثر من صورة واحدة فيمكن إجراء التكامل على اي صورة منها ما لم نضرب 
بعدد أو نقسم على عدد أو نرفع الطرفين الى قوة معينة كأن تكون تربيع أو جذر . 
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مثال : جد المساحة المحددة بالمنحني 1/7 - 7 والمستقيم 2 - [ 
الحل . « -6/د ح- (2) 78 الدالة المولدة 


«2 - 1/*  عيبرتلاب‎ 


0 - (1 -2©2)ج جد ير - كر 


[|0,1] © « 1 - , 0 حبر 
2 7 1 1 1 
الج - #لدها - 19-215 - عه (ه- د) ل 4 


5 1 ّ 0 1 [0- 1 8 
اتح [إحعدع اح ا ح- -: 25212 
ا 6 2 


مثال : جد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحني 23 -ح 7 والمستقيم 2 - ( 
الحل . # - 5 ح (12) 7 الدالة المولدة 
1+ -2 ج 1 - *2ر 607 0 - ,ع ب«رمزؤزه 7 0 - (1 - 2ر)ج ج 0 دعر - ذير 


[0,1] , [1,0-] ' ش 


4 


1 0 
7 --- ل عر - 0 | لجعو - تم | - 


< - كا ةا - 3 59 :) +[ ُ (00 -4 
2 |4 01-7 2 4 2 4 0 
مثال : جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين 7 05© ع (32) )و 2 5111732 - (2) © وعلى الفترة 
1 
2 2 
الجل : 


1 
زاوية الاستاد ير ع عاج 1 - 1112هغ ج رومع ج |[ ع 05 - 2 511 | 
دالة الظل موجبة لي الربعين الأول والثالث 


1 1 1 
| 5 ب #ت ده +ع دعر 1م |5,2-إء 5 دع 


|5113 - 5 1 + ]5111 2+ ©05 2[ 
2 





- |2(03 5111 - عد 05©) | ا+اعمرسسه ممم 7ه 


8 إنى له إحب 





)- 05) 74 ضى) - 35 05) + 2مزى)| 2 إ3- 5 + 2 71 - )2 05) + كمنى)| - 4 


0 2+ 2- )-1+00|+ )1+0(- 6 2| - 2+ 1| + [1 - 


نس 21/2 ح |1 - 1/2 + 1 + 1/2| - |2/د -1 | + | 1 + 1772| - 4 
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1 . 
مثال : جد المساحة المجددة دما بمنحني الدا لين وعلى ١‏ لفترة |5 , 5 -] 05) - 7( , 51713- ح إل 


1 
الحل : زاوية الاسناد 7 حيث دالة الظل تكون سالبة 4 الربعين الثاني والرابع 


1 -40172- ج نر 05 - 571117 - 
١ 1 | 1 |‏ للك ايل 0 
2 2 2 2 سس ييه سان 


-] © 2 دع +01 1 1 


8 ادم 


1 
2 

“21 05© - 2 5111 ]| - :4( لع + عد همي | - 4 
8 اطللك 
2 


4 - ) 2 60)05 5 - 7 2 - 05 2 


14 2 - |2] ع |1 + 1| ع |(0 -1-) -(0 -1))] - 4 


مثال : جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين 21 5411 - (3) , 1 51131 ع (:3) 9 وعلى الفترة 0,2 
الجل : 


1 5111 -223 51212 ح (22) / 

2 5111 2 05 2 - 5111 2 - 511113 )2 ©»05«2- 1( 

0 ع- (1 -60521 2) 51113 

|.0] © 72 - 32 الا يجزَئٌ |.0]ء 0 - برج 0 - 511112 1111© 


1 5 7 1 1 1 
|02 حل كح وري 1 [0,2]| © د <-+ دج - دوم 01 


1 1 
2 3 
حل (1 عد دمع 2) :1ك | + ع0 (1 -<2 0605© 2) 32 5111 | - 4 
لفط 0 
3 


1 1 
2 1 173 
(2 511 2-)(1 -2 205 2) !2 ) + 2< ( 51 2-)(1 -2 205 2) ا ح #4 
1 0 
3 


8 ادم 8 إدن 


1 1 
[1(4 -2 وم» 2)] 2 +1(25[3 -2 ومح 0102-- - 4 


2 


10 3 م26 5 


1,11 
2 4 ا 4 2 


[1 3 م | ]102 - 0 205)- )1 _ م2 5 - 4 


-1 
1 ّ ]60- 14-)1-1(35[ 





1 
4 - | ])4- 1(2- )2- 2(2[ 
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جم ١‏ + متجععكد 


المسافة 
المسافة : ويرمز لها بالرمز (01) وهي كمية غير متجهة , أما الازاحة فهي (8) 5 والسرعة (8) /ا والتعجيل (8) 0 
وهي كميات متجهة لذلك فإن : 


0600 0 / 5 





4 


| - 0)؟ | | 1 


1 1 
ملاحظة : 1) اقصى مسافة يصل اليها الجسم عند السرعة - 0 
2) بعد الجسم بعد مرور 566 3 من البدء بالحركة [3, 0] 
ملا حظات : 
1. اذا كانت (4) 7 تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم فإن المسافة المقطوعة 2 الثانية 4 هي 
8 
[62(04) 1,_رل | - 4 فمثلا اذا طلب 4 السؤال جد المسافة خلال الثانية الثامنة يعني حساب 1 
2. اذا كانت (4) /آ تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم بعد مرور 2 ثانية من بدء الحركة فان بعد الجسم 
1 
هو +4 (6) 17 ,| - 5 
3. واذا كانت (4) 0 تمثل تعجيل جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة (8) /آ فإننا (نكامل بالتكامل غير المحدد) 
ع + ) 17 - 0 2) © ل 
4. الازاحة هي تكامل محدد السرعة ولا نأخذ المطلق لأن الناتج لا يهم اذا كان موجب أو سالب أو صفر . 


5. أقصى سرعة يصل اليها الجسم عندما يكون التعجيل - 0) 


مثال : جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 12/5 4 -28 - (8) /[آ فجد : 
أ) المسافة المقطوعة 4 الفترة [3 , 1] 


[13] »ع 2 -غ ج 0 -4 ع2 ج- 0 -ح ©) ]1 
3 2 

إناع4ه دشم + ع4 - شع]| - |غ0 (4 -ع2) | +46 -ع2) 1 - 0 
2 1 


2 -1 +1 - |(8 -4) - (12 -9) + |4 -1) - (8 -4))| - قو 


ب) الازاحة المقطوعة بالفترة [1 , 3] 
3 
0 -3+3- -4- خ -[12 - وز - تمه - م] دعو -ئ2) | 6 5 
1 
ج) المسافة المقطوعة 4 الثانية الخامسة 
5 5 
5 - |[16 - 16] - [20 - 25]| ح |7إغ4 - :]|| - |غ40(0 -ع2) 1 ح- | غ0 2) 17 ||- 0 
4 4 


د) بعد مضي 4 ثواني من بدء الحركة 
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4 
0 ح- [0]-[16-16] - - ته دعو - 26 | 5 








مثال : جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره (1702/52 18) سرعته قد أصبحت (5/ 772 82) بعد مرور 4 
ثواني من بدء الحركة . 
أحسب : 1) المسافة خلال الثانية الثالثة 2) بعده عن نقطة بدء الحركة بعد مرور 3 ثواني 
3) جد السرعة بعد مرور 10 ثواني 
الحل : 


+18 - غ4 18 | - () وج “4 هاه | - م م 


4 - ع عندما 2 - (غ) 177 
822-72-0 دم جدام +(4) 18 - 82 


0 + غ 18 -ح (ع) 17 
2 





17 10 + 1 - 10(04 +08 ]| - 0 
2 
7 55 - 56 - 111 ع [20 + 36] - [30 +81] - 01 
17 - [0] - [30 +81] - 103 + 92] - 10704 + “8 | - 5 
0 
0/5 190 - 10 + (18)10 - (17)10 ج 10 +186 -ح (ع) 1 
حل تمارين (6 - 4) 


1) جد المساحة المحددة بالمنحني ‏ - 4 - 7[ ومحور السينات والمستقيمين 1 - 6زء 1- -ح 2 
الحل : نجعل 0) - 77 الايجاد نقاط التقاطع 


0 -(1- ةرمج جح 0 دير افير 


























[11-]ع 1 ير [11-]ع 0-ي 
عدص / | : عضر | - 4 
21001 لي + |0 )د دمن ]| - 4 
0 1- 
«-ه- رك - | +إزة - م -ه-م|- زو - ج| .د - ج|-» 























2 1 + 3 10 


2) جد المساحة المحددة للدالة 4 - 32 - 224 - (38) كر وعلى الفترة [3 , 2-] وعلى محور السينات 
الحل : نجعل 0 - (1) 2 لإيجاد نقناط التقاطع 


0 (2+1ع)(22-4) ج 0 -4 -2ع31 شع 
[23-] ع 2+ -2ن ١1ج1[غ61‏ 


يهمل 1-- 2ير ججح 0( -ح 1 ب شير 01 


[23-]ع 2- -2 0 [3,3-]ع 2 ح ير 


3 
عه / | 3 








- 0 22001 




















2 
02 - 322 - ثر) / - و21 
2- 
6 64-160 2- 1 
كد د تيك - [و بونج | - | 8- هد ي] - يثزمه- فد - ته ج] - رم 
1 3 
[ 4 - 30 - ترس] - 0 - 4ر3 - ثين) / - 42 
2 
6816 211-115 1 0 - |12 00 0 4 
ا اع 5 ] * 
0 6|) /(96- 
7ك ]م ِ م - |4 | + |4]| - 


3) جد المساحة المحددة بالدالة 24 - ير - (2) ث/ر ومحور السينات 
الجل : 


0 - (2-1ج) عر ججح ( دح غير اشع 
0 دج جه 0 - 2م مرجراعزهم 


1+ دج جح 0 - 1 شير 01 
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1 0 
مدل (ثمر - كذرر) / + |اع( 2,2‏ كر) / - 4 
0 1- 
5 1 كك م 1ك 0 723 م 
5 2 +ع - كا كا 
“27 15 15 ' 15 |15 |15 
4) جد المساحة المحددة بالمنحني 33 58128 - 7[ ومحور السينات وعلى الفترة [2, 0] 
الحل : الفترة موجبة فقط فلا نعوض بالقيم السالبة حيث 0,1,2 - 1 
77 + 0 - 32 0 - 312 5111 


لا يجزئ |-.0]ع 0 -ت1 عندما 0 - 11 


























هو رع 1 1 التالة حت 
يجزى [0,2] © د <ع 1 -<1 
زنع 0,5 5 2 _- 
للا يجرى 5 2 ح الى - غ1 
3 ف 
2 3 
511133001 / + |01 511133 / حت 4 
3 0 
1 1 
لد عدم 1 عدم 0 
>1 3 0[ 3 0 
11 1 17 
ومسع_ (#قعم )| صمي )ير 
3 3 3 3 
31 
(05370ع0) _ قد وم»-) 5 الف 3--) (12 دكا ل 


3 3 3 3 








- 34 - ».| - ]| سلء جا | »ا 
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م ١‏ 2 متجعكد 


5 5 2 75 |7 
5) جد المساحة المحددة بالمنحني 1 -- 2 0057 2 - 7[ ومحور السينات وعلى الفترة 0,2 
الحل : نجعل 0 - (:3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 


0.1 -1 +2 - :21 حج 0 - 22 و0م جح 0 - 1 ,ج 2052© 2 


1 1 1 
يجزى 0,2] ع 2 دوج ج - 22 ج 0 <-م, 




















1 1 
112 ]50124 3 4 
| | ]ا | || عه :ج2 دمع | | + أده عدة وهم" | | - 4 
*1 2 0 0 
4 
1 1 ْ 1 : 
م 2 5111 0 2 2 5111 5 (58212)0 0 م 51112 0 
2 2 2 2 
عسي +زمهه يمو 4م 
5 701 -خ51111 7 51 2 5111 5 
1 2-1-2-7 ا +1 + - |1 0ل +اه 4-1 
21611 00-5 1 -- 1 - 


ملاحظة : اذا كانت الصيغة 
5252 2 ع بز , بروكوزو جار ومع ح رز , 1132أ5ى -2 205 - 7( , 523 2 -1 ح برو 
اكت 00 2 2 
0-0 جح نر و00 - رن 5111 ح 7 0( 1 “205 -1 - ررو 
1 
6) جد المساحة المحددة بالدالتين 26 2 - 7[ 2 1/7 - 7 وعلى الفترة |5 , 2] 


الحل : نجعل (9)3 - (3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 
بتربيع الطرفين ‏ 1 1/7 ح- نر 


بالجدر 2 24> 2 
0 -2-ع« جح - 2(25 -2) ج 0 - 4 دا عر4 - ثير ج 4 ع4 - “ير جه 1 -ع - ذير 


خرانحم حررإا طلم 


لا نجزئٌ التكامل [2,5] © 2 - 1 


5 
4-2 | د‎ ١2 - 1( 
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3 2 1 
2-12 د ل ةيخ ]| - 
(1-*) و م 





عه |02 دم عي ] ]| - 4 
2 


3 عم - ( )| - |3 -م- ف - م - إ(تدة م رهبة )| م 


4 





21111 
7) جد المساحة المحددة بالدالتين ‏ 12 - ير -/ز , 24ح ل 
الحل : نجعل (9)3 - (3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 


7 (75-64-12+8] 0 
2012 12 0 
0 ع (3 + ثير) 4 - 22) ج 0 - 2-12ير - شير جح غير - 12 أير 


3--/1+ حدعر :+01 2 حعر 6111261 


5 3 


2 
96" 
!و85 12 - قو ]| - 2-12(0:2ر - 5ه) ]| - 4 
3 5 5 
)24 0 ّ 24 م 4 
3 5 3 15 
608 (#فك) | (102-30-720)| _- 06 64 
١ 15 (| 15 2‏ 15 - 3 5 


8) جد المساحة المحددة بائدالتين 51111 ح (1) [ 1 05 511132 ع (32) 9 حيث [21 , 0] ع 
الحل : نجعل (9)3 - (3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 
0 - (1 -< 05») 51111 جت 2 5111 - 2 205 12د -ح (2) / 


|27 , 0] © ع2 ح ير [ع272 , 0] » ع ع عر [ع27, 0] »© 0 دع« ج- 0 - 511:2 611111 


|27 , 0] © 27 ح ير [2, 0] »© 0 - ع« اج 1 ح ع وم» ج 0 - 1 -2 0605© +01 


1 
|03( 5112 - 2 0605© 22 :511 ) | |+ نفك جل - عدوم عد نوفى) | 4-1 
1 


5 51 522121 
| 0532© لد ]| ب | 005176 + || 4 














2 2 
[0دمء . اطلام 3-3 27)هم 3 الك اتا 





2 2 
لكك كلد ا 7 05 لد لات - 
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4 - 2 + |2 - ]| ع |1 + 1|+ |1 -1- ]| - |[1 - 0) - (1 + 0))]| + |[1 + 0) - (1 - 0)]| - 
9) جد المساحة المحددة بالدالتين 1 + )3 25111 ح (13) 7[ 2 :3 5111 - (3) 9 حيث م ع 3 
الحل : نجعل (9)3 - (73)/ لإيجاد نقط التقاطع 


0-7 ع 2 د بو 1- ح يرنه جح ( - 1 +2 :زد ج 0 ح ع 5111 - 1 + 511123 


31 

37 2 
| شم[ + عد ومع-]]| ح |10 + ع« :5 ) ]1 - 4 

0 


م | - |« ( [- 0 (0 +60 ( الك عد )| -4 
2 2 - 05) 2 2 05) 5 
0) جد جد المساحة المحددة بالدالة 31 + 422 + 3 ح 7و ومحور السينات . 


الحل : نجعل 0) - 7 لايجاد نقط التقاطع 
0 - (3 دع4 + 22)ع جج 0 ع3 + 42 + ذمر 


[0 حعاج 0 - (3+ 112 + مم 


0 1- 
|3200 + 2ر4 + ذعر ) 0 + د30 + 2ر4 + ذمر ) ]| - 4 
ات 6 


7 221 3ر4 


لد لكك 
2 3 


231 سا 1 
2 3 














1- 
[7-5+2]-0 0001 وساف 


اكسمم 5 
12 12 0 





537 _ 32+15 
وحدة مساحة 3 - | 


202012 
1 ) جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 5/ 3(312 + +64 - 3845) ح (17)4 إحسب 
3) المسافة المقطوعة ل الفترة |4 , 2] 0) الإزاحة 4 الفترة [5 , 0] 
الجل : 


وزاري 7٠١١6‏ / دا 


3 + | 3-0 +غ2-6غ3 


[4, 2] »© 1 -غ ج 0 - 1 -غ ج 0 - (1 -غ)(1 -غ) ج 0 - 1 2+7 - 
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35 + 362 - 6 ]| - (3(44 +غ6 - 342) ,]| - 4 (ج 
727 - |2 - 28]-ح |(6 + 12 --8) -(12 + 48 - 64)]| - 
7 65 -ح (0) - (15 + 75 - 125) - |3618 + 362 - 3 ]| - |غ3(0 +66 - 342) )| - 5ى (ط 
2) جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 54/ 112 (12 + 44) وكانت سرعته بعد مرور (4) ثواني 
تساوي 172/5 90 إحسب : 
(3) السرعة عندما 2 - ١84‏ (6)المسافة خلال الفترة [2 ,  ]1‏ (©) الازاحة بعد 10 ثواني من بدء الحركة 
الحل : 
ع +12 + 212 -12(04 +غ4) | - 2014) 6 ) - )1 (2 
0 -ح جح 80 -90 حدم جح ع + 48 + 32 - 90 دع + (4) 12 + (2)16 - 00 
5/ 42 -ح 10 + 24 + 8 - 10 + (2) 12 + (2)4 - (17)2 - 10 +12 + 2:2 ح (غ)17 


(10+مع2) - ز20 +24 + )| - 100 قرم ث8 -10(44 +12 + 22)/] - 4 (ط 








0 84 +14 14 2 16 
ا - |28 + 16-32- 44-2 | -ه 
3 3 3 
(0) -(600+100 + خا 10+ قرم ث8 ]|| -غ10(4 +12 + 22)””/) وى 0 





2000 + 1800 +300 1 


0 ا 
3) تتحرك نققطة من السكون وبعد 1 ثانية من بدء الحركة أصبحت سرعتها 645(171/5 - + 100) أوجد 
الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الأول الذي بدأت منه ثم إحسب التعجيل عندها . وزاري ٠١١5‏ / د" 
الحل : 


نكامل الطرفين 642 2 100 ح (غ),7آ 
6+ 288 - 5012 - و ك عل (642 - 6 100) | - و 

'' النقطة تتحرك من السكون 2-20 , 0ع و 
0 دم جع + ث2 - 50:4 - 0 


23 502 دع . 


عند عودة النقطة الى موضعها الأول يعني ان الازاحة (5) تساوي صغر لذا يكون : 


0 -(22 -250غ ج 0 -ح ع2 5012 
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يهمل 0 دغ ج 0 ح 2غ «ج1[]ؤه 
الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الأول 566 25 2م جح 50 - +2 جح 0 - 2 - 50 :01 
التعجيل (+)1 - (0)64 


+ 12 - 100 ع ()0 
“1/5 200 - - 300 - 100 -ح (12)25 - 100 - (0)25 


الحجوم الدورانيه 
-١‏ لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة (3)/ - 7[ ال مستمرة من 27 - 0 


1 
الى 7 - 6 حول محور السينات نطبق العلاقة 02 [١‏ ع2 - 17 
"- لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة (07) / - 2 ال مستمرة من ح- 1 
1 
© - 7[ الى 8 حول محور الصادات نطبق العلاقة 01 24 ,[ 72 - 77 
مثال : المنطقة المحددة بين المنحني 4 > 32 > 0 , 3[ كك نزايه وفهون اللسيثات دارك شوق مستعوو السيثاتة عد 
حجمها . 
الجل : 
م 4 4 5 
وحدة مكعبة 876 - 026 - :81 -10[--7] -ح ندك :د و[ :1 ح :دك 0/607 و[ 1 - :دك 22 ,| ع - 11 
1 
مثال : المنطقة المحددة بين المنحني 4 > 7[ > 1 ا دارت حول محور الصادات جد حجهها . 
الجل : 
1 4 1 4 4 
وحدة مكعبة 2121112 - [1111 - 4 :11] > 10115 ها] »: - نيك ري[ - وك #(ج) /[ :7ح برك “د ,ل م - 7 
مثال : جد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين منحني الدالة 1 + 2 - (8)/ وال مستقيم 
4 - 17 حول محور الصادات دورة كاملة . 
الحل : نجد التقاطع مع 17 بوضععح 0 - 1 
[14] , 1 - برج 1 +0 - بر 
4 
07 2 |« -ن 
1 
1 - مرح تيرج 221 - بر 
: 9 1 16 2 4 

عنس رد - |1 --5 ]| - |4 -25| م د وإبر - جاع - كه (38-1) رارع - 17 
مثال : اوجد حجم الشكل الناتج من دوران القطع المكافئ 2-14 -3 ومحور الصادات ضمن الفتره 
0 ع عورش -ح رو 
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بالتربيع 2 0 
#روك4 - ثير جح 2رو2 جد عير 0( الزل شير | » - بره 2د | » - نا 
0 0 
1/3 128 __[32 01 25 دز _ 4 ,2 _ 
0 - <] مه - | ذ] مه - امه - بره 1 و[ ع - [] 
مثال : اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته 77 8 - 1 وا مستفيمين 
)0 - 2, لك -1 حول المحور السيني . 
الجل : 
غنوس 16 - [0 - 4اءيه - و[تجاءية - جك :8 و[ +: - :013 » - 1 


مثال : اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالمقطع المكافئّ الذي نا ل 2 2 ح- 37 والمستقيمين 
5 0,32 - 2 حول ال محور السيني . 
الجل : 
قير 5 5 5 
]ع4 ح يرل قير | > - جك 2(2بد 2) | - بدك قر | » -" 
5 0 0 2 
وحدة مكعبة( 25007 - [0 - 22]3125 - [05 - 22]55 - و[ت] 25 - 1 
مثال : اوجد الحجم الئناتج من دوران المساحة المحددة بالمقطع المكافئ “ير 4 ح بو والمستقيمين 
0 - 17, 16 - 17 حول المحور الصادي . 
الجل : 


16 16 5 
وحدة مكعبة 2 - |0 - 55 م - 2116ب - 41 * - وك 5 بم - 17 
1 
مثال : اوجد حجم المنطقة المحصورة بين منحني الدالة - - 7[ والمستقيمين 1 _- 2,7 37 ومحور الصادات 


دورة كاملة حول المجور الصادي . 
الجل : 


سر | ب 
7 
مح 
|| 


-خ 01 د ”] م - 1 


مر > 


ل 
حم 
8 | دم 
: 
أ 


- 


1- 1- 1 2 
]| - لكاي - 41ج بلع - 17 
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حل تمارين (7 - 4) 

س1 : أوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ 22 -ح 7[ والمستقيمين 
2 ح- 1,3 ح 3 حول المحور السيني . 
الحل : 

مل - | - 2 » - 3ج م - ده “د | » - جك “رتم | »- عه مر ]| > -ن 

1 1 1 5 5 5[ 5 

س2 : أوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين منحني الدالة 1 + 24 -ح 7[ وال مستقيم 4 - [ 
حول المحور الصادي . وزاري 7١١‏ / دا 


الجل : 
1 ح عدج 0 - دنر 


1 -من1ح عر ج 1 د شر د رو 
44 - 1 +4] + - [(5-1) - 4 -8 )| » - ور - ج] م ح بز (1 - بر 1 - توك 0501 - 17 
س3 : إحسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني 1 - 2 + “ وامستقيم 0 - 2 حول 


المحور الصادي . 


الجل : 
#رعو -1 ح يراج 1 ح عرا+ شيو 


حدود التكامل 1+ -</ز ج72 1 ح 2#بو جح 0 - عر 


1 1 0 
بول (كتر+ 2و2 - 1) | د بره “(تبر- 1) | * - برك تم | » <نا 
1- - 2 
3 


2 4 1[ 2 1[ 2 ث2 
لوسك ارا كر رك ار كه ركز 





30-20+6 16 
7 


وحدة مكعبة ‏ 768- - 1 
15 15 


س4 : أحسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني تيو جح عبن والمستفيمان 
1-282 ب 0) -> 1 حول ال محور السيني . وزاري ٠١١5‏ / د" 


الجل : 
4 
وحدة مكعبة 417 - |64 2 1 -  ]2[6‏ - :دك دم[ >« ح يوه مر ] م - 1 
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حلول الاسئلة الوزارية حول التكامل 
وزاري / 1996/ د1 : جد ناتج 
© + 01032 3 - 2< 205- ح 022( 2ع 56 3 - 22نزد) |[ (1 
1 3 
حم |1 2 


1-3 
مهدا 
1 
0 


2 


- 3 
| ممه 5 ( + 1) ول - 023 حبر 


3 
0 
1 0533© (25111231 - 1) |[ - د03 312 205 62 205 / (3 
1 


- 2 | 205 332 )3( 02- 2 | 5111231 205 31: 1 


2038 
1 20031 غ. 4 
جع ب + تتدر ل لد ننق 9717 لاح 
3 3 3 3 


2 -2)21-4-2|-2)22(21] - إ2م +4 2]- 
| - |#ض+ه 2 


2 
6 لد ا 32 5211 


وزاري 00 رده : جد ناتج 
0( 5112 ل ع2 ©©5) (3 5111 - ير 66 | 


1 
21 205 - 1) | ج - 026 عنمو | - 013 (511122 - مه | 


© + 236 5411 - 2 - :3 672غ ح ع + ( :23 171ى + 3 2 - 3 10111 


1 
0 - شيم 1 -< 02 15 - م 


ررك 5971 نيز يدس ؛ 
3 
2-1-2 1 

لقب ع - بوذ( - تن بد م 1 - 


1 
2 





8 
4- 


3 
. ,.)22-52[9 


تصعي] - [نحمي] - |1 | - [تههي] - 01 | - [تهد- 64م - 
3 0 


بصم 


وزاري / 1997 / د1 : جد نائج : 
1 
202 5مه -1) 7 2و0 | - بدك بويع :ج23 605 | 
1 +1) )2 210 2 | 2.2 - دل رةه ١‏ 20 | -- 
2 (42<2 0605© .2ج - :03 :23 2205 | <. 2 - :03 :23 62057 | 2 - :073 :23 605 | س - 
2ع ده + (عه مرو د + ) ؟ 2 4 
5171 بر ح ع + [436 11د م 2م :511121 2 - 


0 ّ 
4.© 0 ب 4 4 
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وزاري / 1997 / د2 : جد ناتج : 





517 +32 205 2 + 1) | ح 2د 3(4 ومع + 1) ل 


1 
2 (51162 + 22) | 2+ جه 32 دم | 2+عة | - 
0 0 د دء+ [عدة سنو +ع)ج +34 مزه د + - 
© دعر د 70 2 6 2 دح 2 ا 2 2 2 ع - 
وزاري / 1998 / د1 : جد نائج : 


(51112220 + :23 5111 :260513 - عتووم) | - عد 22(2 :5111 - ومم) | 


1 1 
41 205 - 1) | ج + عدآ0( 2 205 :2511) . دوه | 2 -22(011 205 + 1) | ج - 


1 بر دوم 


© + ( يه 171ى ‏ - م + 4.222 + (2 «رزى 2 + )2 - 
4 2 3 2 2 


ل . 1 0 5 00 ا 0 1 
ع 57141 سس اجن - 0931 - لل 21 95717 ل ديج دح 
8 2 3 4 2 
8 1 3 4 8 1 
© + 436 5111 - نر 0005و +2 5111 2 21 - 
وزاري / 1998 / د1 : س : اذا كان - - 23003 )ل ما قيمة “1 © 0 ؟ 
الجل : 


-1 _1]_إكه_ه و ل .ف ردتقم م ه 
4 : م 4 ع د 5 1 ا - 043 1 
2ن 4* 9- 1 كوم كحم 9 1,1 4ح 2ح 
د حعد بيد د د د جد للد دد دب باد تاب ادا 
4 4 4 2 4 4 27 4 2 
0 22-8 -كو جح( - و + 202 + 4ج - ج 0 - 9 + 1 - 202 + 4ج - 
يهمل 0 - (2 + 62) , 2 -ج ج-4 - 2م بج 0( - (4 - 2م) ج 0 -ح (2 + 4()12 - 2م 
وزاري / 1998 / د 2 ٠س‏ :اذا كان 12 - «3(4 + :«2)/] وكان 3 - 28 + 4 ما قيمة 8 ع ؟ 
الجل : 


(1) ............ 28 -3 -ح هم 


4 
2 -ح [30 + 2م] - [35 + *5] ج 12 - 3215 + 2ع]| جج 12 - 3(02 + 212) / 


0 
2 -(2 -2(5-3)3 - 3) -[3 2م 
0 - 12 -6-+ 9-(2م4 +12 -09) -[3 2م 
0 - 12 -6+ 42-9 12 + 3-9 2م 
172ت15222د 





م ١‏ 2 متجعحد 


0 10 +5-75م جه 3 - بج [0 - 30 -215 + 384-] 
0 - (2 -()ر5 - ط) 
1 - -(2)2 - 3 -4 ج «2 م ج 0 - 2 -[7 611161 
7 -(2)5 -3 -2 جح 5 دق جح 0 - 5 در 01 
وزاري / 2000 / د2 : س : جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 541152 2 - 1 - (82) ث/ر ومحور السينات 
وعلى [<0,2]. 
اليحل + 
0,2 ع > |,0] ع5 دع 2 2,31 - ج2] جب 0 22 وم ج 0 - ع وزو 2 -1 


سرد كب :]0.5 


1 


4 
+ اعد 0522© / 
0 


ل ِ 
0[ 51112.36 ع ح- أعدلن 0521© / 4 





1 
[ 511123 ع 4 





8 ادم 8 ادي 














حلم 


1 1 1 1 
اعفد ح]| - العتفى ج]| + المسفى ج]| - الجهفى جا 


1 
عنس 1 - 2 + ي - إر1 0 ]+ |(0)- -(1)- 
<> 02 2 مج - 200| + |0 2 
وزاري / 1 /د]1: جد نائج : 


2 
1 2215 2 - دك #دومء 1 25) َ ]| - دل 05:[2»© هدننذةو] | - دل دأوم ع تزه ل 


6 + )4 1 - ا - :03 (:0543© - 1) ] -. - 01 1 - 


+ 4.1 . 5 
6 ا الى 21 ا 
وزاري / 2001 / د 2 : جد ناتج : 


202-) .20-2 - 3), 7ك د ييه 21-2 -5)3] - -عغظذ#2ف_ )| 


1 
و -3) 1 2:-:19-12- 
ا ل ا ال رس 0 
5 10 10 2 12572 [)2]ا ,_لص2-ت2)3] 11[ 1- 0010-2 
وزاري / 2001 / د 1 : س : جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 91 3 - 7 ومحور السينات والفترة [3, 3-] 
5 
الجل : 

9ح ثير جح 0 ع و9 ثرر :م 0 دع «رم(ز]أه ج 0 - (9 - 22)ع جج 0 ح ير 9‏ ثير 


[3,3-] ع 3+ ح ير 











ل | + | أت شا 
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- |42 9 - د ) ,| + إن#دك (9 - د )ى | | - 4 





ةا و ماهر 


0١ 2 


5 1 162 51 01 81-2 81-2 
> 40 - 2 د لد امسا يي | 
2 4 4 | 4 4 


وزاري / 2001 / د 1 : س ؛ جد قيمة ‏ «5(07 + «2) :5 + 22/. 1 
الحل : 
3 
2 


21+54 4 


1 52 6 ع 2 1[ ]| -«5(0 +22) 52 35 1 - 


2 


432 


4 - عد - (2)216 - |2)62(2 ]| - |2)0(2] - |20(2 + 2)16] - 


وزاري / 2002 / د1 : س : جد المساحة المحددة للمنحني الدالتين 4 -24ر ح بر 2 322 ح بر 
الجل : 


0 -4 -ثع3 كع ج 4 - 4ر3 - ثم - )م جح مع 3 - 4 -كعر 
2 دع دعم جح 4 دقع ج 0 - (4 - 22) جح 0 - (1 + ثر)(4 - درن) 


ر[هه- ته اج 








- اععك (4 - توق - شمر ]| - 4 
سد - |32 -44| - || + 8+ كتّ]| - |هو-2-8]]| - 


وزاري / 2002 / د1 : س : جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين 24 ح 27 2# - 7 وعلى [3, 1] 
الجل : 


0 -(2 -ع)ع جح 0 - ع2 2ج بج ع2 - شير ح (ننا)ن/ 
2 -ع« ج 0 - 2 ع 601 [1,3] © 0 حير 





ح إعدك 2 - 2من) :]1 + (2 - 6 4-1 


اله م -[و -وز] + |له -غع] - |4 1 


]| + |3 م ح |4 + -| + |1 + 4-3 ىه 


3 





' 4 2 إ4 2-+8- 
نوي 2 -5 ح د + د - || + 5 د | 


وزاري / 2004 / د1 : س ؛ اذا كان 2 - يدك حجس إ,][ جد قيمة 1[ . 
الجل : 


1 
2 - عه 9(2+ 2ع[ ج 2 - عه حجر را 
2 
1 
2 
2ب ب 2 ح يده 9 + 21 8 








1 1 1 1 
2 ع 9(2 + 22) - 55(2) ج 2 -ح [9(2 + 222)] - [9(2 + 16)] 
1 1 
بالتربيع 2- 3 - 9(2 + 24) ج 2 - 5 - 9(2 + 2) 
0 م.ج 0ح ثم جح و - و + 2ر 
وزاري / 2006 / د1 : جد قيمة يوج ][ 
الجل : 
21 - 5) 1- 
تك 2] - ::ه(2-) 20-2 - 5) ]١‏ حي - برل -زيرة  6-‏ 


2 _ 3-1 _1 - | 
ام - 











ذا - امه > #اميجج] - 
(25-2 1205-4 1لي5-2ى2 2 


وزاري / 2006 / د2 : جد قيمه 2ل ]| 


3-42) 1 
الجل : 
1-(4 -غ32) 1 1 3 
لتق لخ - يرو و 40-2 - برق) ل مول 2-(4 - :312) / - 
1- 3- - 





1 1- 
600030000206002 - | 2 0 تج - 5 مخبي] - 
وزاري / 2008 / د1 :س ١:‏ اذا كان 5 - 02  )3(‏ فر 3 - يدك (20) ر ١‏ وكانت|2 , ©] ع 
جد قيمة 427 (3) / ,[ 
الجل : 


3 + عد هر | - 5 ج دل مر ] + :د01 06 - :د01 مر ] 


2- 2 0)/ :] ج 3 - 5 - دك (30) ل : 


وزاري / 2008 / د1 : جد 032 :< :511 22 “2057© ل 
الجل : 
د 511:3 (1 + عركومن 4 - عد كومه 4) | - نج على 1(2 - بد #ومع 2) | - 
“ذأ :32 :511 | + غ03(« :1أد-) . عر دوم» | 4 + :02( 111د-) عركونن | 4- - 
© + ]3 605 - 6د 6053 د + يركووم كك د بير ووم ‏ *057» 4 0م 4 - 
وزاري / 2009 / د1 : س : جسم يتحرك بسرعة 9 + +12 -342 - (8) #77 اي زمن 8 احسب : 
1) المسافة المقطوعة خلال الفترة [2 , 0] 2) الزمن الذي يصبح فيه التعجيل “1111711111 18 
الجل : 
3 +ع4 - 2م جح 3 بج [9-0 +ع12 -3:2] .1 
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0 - (1 -3()6 -غ) 
[0,2]© 3 دغ ج 0 -ح 3 -غ «1ج2[غغ]ه6 
[0,2] © 1-غ جج 0 - 1 -غع 01 
| غ9(4 + غ12 - 362)]] | +اغ9(4 + غ12 -342) ,| | - 4 . 
| 5[غ9 + 2 6- ]| +إئرعو + 2م ثم] 
|[1-6+9]-[18 +24 - 8]]| + |[0]-[1-6+9] 
7 -2 +4 -ح |4 - 2] + |4| - 
2 -6 -ح (غ)'7 ح (غ)0 .2 
10 5 دج ججح 30 -<غ6 جح 12 +184 -غ+6 جح 12 -66 - 18 


وزاري / 2009/ د2 : جد قيمة 01 تبر 


5 8 5 8 5 | 
ده 15+ | -ءه جك | -م كد 
3 يم 3 (1 +2«) 2دل.ء 3 


[1(2 + 2)3] - |12 + 28 ] - 0 + 2] - رطعم ]ب 





- 2 )322[ 5 | 2)22(2[ -6-4- 2 


: 11 
وزاري / 9 / د22 : جد المساحة المجددة بين المنحيين : ع3 0542© ح- 7 5111226 - 437 الفترة 2 0] ّ 








الجل : 
- )8 جح عر رزو عر ةومن -ح (نران/ 
“7 0 عم 375 مع 2 - ند ل عيرت ح ) - 212 
٠ 4 ]0 <1‏ 1< 0] اه 1ج اس ح ندك] - 20 005 ) 
22 سندوعً] + “|2 مزد || - |عجك 22 ومء ء,][ + |عدك 2 5مك 2|| - 4 .. 
١ 0 4‏ 4 


و ضعي - لديا + ا[م عدي - زد «نديا| - 
وحدة مربعة |1 - 3 + د > |(3)1 - (2)0| + |(3)0 -(1) 2 - 


وزاري / 2010 / د1 : س : جسم يتحرك على خط مستقيم بحيث سرعته 7 + غ4 + 382 ح 17 جد المسافة التي 
يقطعها الجسم بعد مضي (4) ثواني من بدء الحركة ثم جد التعجيل عندها علما ان المسافة تقاس بالامتار . 


الجل : 
0 < 7 +دغ4 غ3 


704 + غ4 + 3:2) ,] - 4 
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11 / 
5 ح- 4 + (6)4 - (4)ه د 4 + 66 - 0 ' - () ه 
وزاري / 2012 / د1 : س ؛ جد المساحة المحددة بالمنحني 1(3 - «) - (3) / ومحور السينات 4 الفترة [3, 1-] 


الجل : 
[1.,3-]| ع 1 -غ + 1-0 - جه 0 - 13 - م 


:ه1234 - مم ] | + مده 1(3 - مم" ] | - 4 
24 __م]| _ 
4 
0| - 


وزاري / 2012 / د1 : س : جد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين 1 +242 - 07 ولمستقيمين 
2 -ح 2.37 1 - 37 حول المحور الصادي . 
الجل : 





وحدة مساحة 8 - |4إ + |4 - |-|[0 -2] | + 





2 


2 2 1 
دحا م ديه دن | »د بره م | » - « 
1 2 1 0 


ستصبد و -(ق) -صسع» - هس -[ه سو - 


حل التمارين العامة الخاصة بالفصل الرابع 
س13/ جد تكاملات كل مما يأتي : 
دل (مدكماد ح عر أومع) |[ (0 
نحلل فرق بين مربعين ‏ 03 (5112230 ل عد كومع) (3 زو - مر ومع) | - 


1 -ح بر نونو دعر ومع 21 205 ح بر كورزو دير ذومع 


5117 1 
0 2 - نجه (2). :2 605 | 2 - 





عدل (2 +05222» ) (1 -22 :زد) | (ط 


نوزع ونرتب ‏ 03 (2 - 0572© - :21 5111 2 + :21 2054© :23 5811) | - 


01 أ 2 -05521© - 222 :511 2 + 23 5111 257عمع) | | 


اسفستاظنة فتشسقنيت 


1 1 
011 | 2 - («4 ومع + 1) 1 -21 :غ5 2 + (21 :53 2-) . 0522(4عح) ا / 





2 3 2 2 
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1 )022 (3 ©05 2«*  |1 5111 1 
8- -2 ( ) - 22+ 6 


م ( 2 متجوكد 


51111 1 3 22)) 
0 رت ل ا - 


51111 5 3 22)) 
دع - - جزم 608 هعونم جب 
8 2 6 


2 
ع + اقلت ا يرق 2 . ريون | - رك تتام | 0 





ع ع2 - 





6 حل 


١ ١ 0‏ 5 5 0 د 1ك 2 
* 5432 بدون اس فيمكن ان نكامل مباشرة ولكن علينا ان نرتب 01 1 ]| 0 
58 





1 


0 51113 
01 3 2312 :511 | 2 -ع0 جك | 2 - 
#3 





© +د ندل «أى 6 دحم + (تمد هذى -) 6 - دك ( 3د ) تمد وجؤى ]| 2 - 


دل دثعون 2 غ20 | © 


1 01)©. 12 2و2 - ح المشتقة علينا ان نفكك 6562(3) 01 < خم 3(رعوع) [ل 


3 
الا مانت - ح 2د أمء. دعو -) 2(عوع) |- - 


2 5ر5 - 1/33 ]1 6 
د (522 - 3) 3مر/ة / - 
د (522 - 1/)3 2 - 


(102-) 5 3 8 -- - د01 ركه _ 4 


6 حل 


4 

1 )3 - 3 3 1 

232201000 4000 06 3-5 (3 + © 
3 


تحلل المقا كامل ‏ 03 0ض )8 
© مريع 2-9 .12-14 





1 _ 1-(2-7) تت العام _ 1 
لاح اح د - 25-(2-7)| -ع01 تج ل 


1 (231ح356) . *3 6 | ح يرل 3 أع هو 37اتدأم | - ول 3 اتدأن , يرق لعجو |[ (1 


1 
جم ل 0111 1 0 


تذكير ببعض قوانين الدوال المثلثية 
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مو ذومع -1 ح ير رزو 


521 - 1 -ح :2511121 
1 -ع2و2©»0 -0522»© 


1 
51111 0513: - | 5111 


1 دعر ةنون حبر ةعحىعم 


2 


“57114 - 1 ح عن >“05© 


وذو - (ر وزو - 1) - 212 0605© 


(مدثمؤ و2 - 1) - ع2 5وم» 


521 +1 ح عر و20 


2 


1 
(0522© -1) 2 اده 


1 دع ترروخ ح بر أععو 


1 
2-5 )1 + ©0523(| 21 


2 


1 ح عر ومع + يرث رزو 


2 


51114 ع2 6054© - غ213 05© 


د ثومن - (من 2ومع - 1) - 212 2065© 


(«*وم»ع2 - 1) - ع2 5م» 


00 


511121 - 2511 71 
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الفصل الخا مس 
المعادةت التفاضلية 








المحادللات التفاضليك 
المعادلة التفاضلية : هي المعادلة التي نحتوي على مشتقة واحدة اواكثر للدالة المجهولة ل المعادلة (اي للمتغير التابع 
ل المعادلة) 
ملاحظة : ان المعادلة التفاضلية الاعتيادية هي علاقة بين متغير ين (المتغير الأول متغير مستقل وليكن (3) ودالة 
غير معرفة ولتكن مثلا (07) وبعض مشتقات الدالة (7[) بالنسبة للمتغير (1)) مثلا 
01 


4 -3377 جح ل 
0 4 01 


0 ح توخيو - ابومر5 ل “رو فير 
رو جدعر ل بو كير ل ابو 
0 ح 'ابويزو فير + توووم + أبر 


417 ر 7و4 
4 را يدك 7 01 
معادلات تفاضلية إعتيادية لأن المتغير (() يعتمد فقط على المتغير (70) 5 -1122 2مر + “و2 + 2''رو) 


درجة المعادئة التفاضلية : وهي اكبر قوة (أس) مرفوعة له اعلى مشتقة لف المعادلة التفاضلية . 


رتبة المعادلة التفاضلية : وهي رتبة أعلى مشتقة موجودة # المعادلة التفاضلية . 


4 

من الرتبة الاولى والدرجة الاولى 0 حبر عر + 

ل : 4217 

من الرتبة الثانية والدرجة الاولى 924-3077 جين 

من الرتبة الثالثة والدرجة اولى 0 ح مو ح “نبو + ةورم 

من الرتبة الثانية والدرجة الأولى 0 - 173 ) ب2 + “رو 

5 200 7 5 5 3 -_ 4+ن01 

من الرتبة الاولى والدرجة الرابعة ا 9- 

الرتبة الثالثة والدرجة الثانية 22-6 جب تك ر +وق غم 
من : و0 9 011 023 011 

من الرتبة الرابعة والدرجة الاولى 0 ع اتويو عي + 00537 + كابر 


ملاحظة : درجة المعادئلة التفاضلية التي تكون جبرية 4 مشتقاتها هي الدرجة الجبرية للمشتقة ذات اعلى مرتبة 
تظهر 2 ئة 2(' ) + 1 ”م ن الرتبة الثانية للأز شتقناة فيها '' 9# نغ ازائلة انه 
تظهر 2 المعاد 0 /ء - “(077) من الرتبة الثانية لأن اعلى مشتقة فيها "77 حيث يمكن ازالة اللاسس 


الكسرية والجذور ونحصل 07(5) + 1 - 7'“(5[) بذلك تكون درجة المعادلة الرابعاة . 





حل المعادلات التفاضلية 


حل المعادلة التفاضلية الاعتيادية هواية علاقة بين متغيرات المعادلة التفاضلية بحيث ان هذه العلاقة خالية 
من المشتقنة ومعرفة على فترة معينة وتحقق المعادلة التفاضلية ؛ اي دالة مجهولة بدلالة متغير مستقل تحقق 
المعادلة التفاضليك . 
مثال : بين ان العلاقة 37 + 22 - 7 حلاً للمعادلة 17 + 22 ح ازمر 
الحل : 
(01.......... 3# + شع د بو 
(2)........... 3 +224 ع ارو 


نعوض (1) 2 (2) 
3 + 2:2 ع (3 +2)22 ح ازمر - 5 ل]آرآ 


'. العلاقة المعطاة هي حلا للمعادلة التفاضلية اعلاه 3 + 222 -ح 37 + 2ير + مر ح رز + غير ح 15]م] 


الجل الخاص والحل العام للمعادلة اللفاضليهة 
ان اصل المعادلة التفاضلية الاعتيادية هو علاقة بين 72 ,77 تتحقق المعادلة ان الحل العام لأي معادئة تفاضلية هو حل 
يشتمل على عدد من الثوابت الاختيارية مساوي لرتبة المعادلة » فاذا كانت المعادلة من الرتبة الاولى وجب ان يكون 
حلها مشتملاً على ثابت اختياري واحد (وهو ثابت التكامل) الذي يظهر عند اجراء خطوة التكامل الوحيدة لمعادلات 
الرتبة الاولى 2 امااذا كانت المعادلة من الرتبة الثانية وجب ان يكون حلها مشتملا على (ثابتي التكامل) نظرا لأجراء 
خطوتي تكامل عند حل معادئة الرتبة الثانية وهكذا بالنسبة للمعادلات التي لها رتبة أعلى . 
01 


مثال : اثبت ان 7 - 21128 ح- 17 احد حلول المعادلئة 0 < 1 2+7 26 
الحل : 
ب 1 - (1) »1 + (2) - 22 جب د - 2211182 ع رو 
11 بو - 5 ...1 
55 ح-ح 11.5..آ 21 - ( 2< -2 111 ع2) + عن ع برو + ع -ح- 1.5[ .1 


“. العلاقة المعطاة هي احد حلول المعادئة التفاضلية أعلاه 


مثال : بين 4ل © 0 © + مر ح 110172 حلا للمعادلة 0 -ح 37 - 237 
الجل : 


0 > بر /بر2 جح برد ابر2 ج 1 - 20 جه م + بد - برو 2 +ع -ح أبن 


“. العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 0 +ع - #بننن] 
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02 
41 ه 


22 


مثان ٠هل‏ 2 7ج ب ثمر ح بو حلا للمعادلة التفاضلية 612 


الجل : 

- 423 2 2 - 417 3 220 
1 جح حم جح 1 + نيرق ع م جد 2 - ع + 7 حل 
“. العلاقة المعطاة هي حل للمعادئة التفاضلية أعلاه 2-2 + ثير - بر 
مثال : هل ان 3ع ل 3:2 - 72( هو حلا للمعادلة التفاضلية 5 -37 - 7/(2) + “رورو ؟ 


الجل : 
2 + [6<2 + 6 ح 'تو(2) 'تو+ ("'بو)رز2] ج ,32 + ع6 ح ابورز2 جح ثمر + 4ر3 ح أبر 
5 + 3 - 32 - 7(2) + ("رررر ج 11.5.ا - 32 + 3 - 2('بز) + ('تر)تز 


'. العلاقة المعطاة ليست حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 
مثال : برهن ان 27 25812 + 27 3605 ح 7[ هو حلا للمعادئة التفاضلية 0 ع 7و4 + ''نز 


5107 + 3605232 - وو 


الجل : 
0 
21 4 + 65111232- 2 (2) 20522 2 + (2) 3511121- ح “رو 
(2).... ... ... 85111236 -1260522- ح “نل 


بتعويض (1) و(١20)‏ 24 الطرف الايسر للمعادلة 
( 232 25111 +1 :360521) 4 + ( 5111212 8 - 22 2065© 12 -) ح 5 .1]] .1 
2.1.5 - 0 - 85111212 -+ :0521© 12 +1 85111212 -120521- ج- 


“. العلاقة المعطاة هي حل للمعادئة التفاضلية أعلاه 
8 .320206 22 0 * 000 0 #17010 55 / 7 
متال : بين ان 6 ل *” م ح- 7[ هو حلا للمعادلة التفاضلية 0 - 637 - 37 + 7ق 


الجل : 
م0 ل تذى4 - "بو ج 2623-36-33 ع ارو ج- 331 ىل 52 مح رو 


33دهم ل تقم)6 -(233ى3 - نكم 2) + (233م 9 ل تذع4) ع بوم - ارو ل "بر - 5 .لآ ..آ 
2ج 6 اا تذى 6 اذى 3 - ثى 2 ل 33-جى و9 ل 22م 4 7 


5 2 - 0 - 
“. العلاقة المعطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 
د 5 3-2 - : ان 20000000000 2 ح ارد بد ” 
متان : هل ان المعادلة 6 - 7[ هي حلا للمعادلة التفاضلية 237 - 37 + "7ق 
7 ح رو 


الجل : 
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نجد المشتقنة الاولى 7 0 ح (2- 22 36 -ح انر 
نجد المشتقة الثانية 7 مح “رو 
-ح (662232-) +224 2ه 12 عابر + ''رر - 1.5[..ا 
5 ح- 1115 *665- (2036-25*3 ح بو2 - 11.5 
“. العلاقة المعطاة هي حل للمعادئلة التفاضلية أعلاه 
مثال : هل العلاقة 511121 - :0052© ح 7[ هي حلا للمعادئة التفاضلية 0 ح 4 + ''رز ؟ 
الجل : 
لدينا 581043 -2 0552© - :0522© 
05 4- -ح ((2) «2)052- ح “بن ج 51122 2- ح 'بزن د 20521 -ح بر 
0 - 0521© 4 + عر 2052 4- ح ررك + "رز ح .د . 1[ ..آ 


. العلاقة المحطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 


س : واجب : هل ان المعادئة 0522© - 20377 هي حلا للمعادئة التفاضلية 
42- ح و2 + "ترمد 
س : واجب : هل ان المعادئة 2م ل 3بر ل 4مر ح 2[ هي حلا للمعادلة التفاضلية 
1 +32 + 624 ح >('بز) + “بور 


حل تمارين (1 - 5) 
س1 : بين درجة ورتبة كل من المعادلات التفاضلية التالية : 
5 01 
درجة اولى رتبة أولى ‏ 0 -52 بوو3 + (2بر- 2هج) -1 
درجة اولى رتبة ثانية 5-7 لاي ا ل م2 


درجة ثالثة رتبة ثالثة 2 08© + تمر ح بو8 + “و2 - 53''روم) 3 


درجة ثانية رتبة ثانية ١‏ 0 -«ز3 + 42(5) 2  )9(2‏ 4 
س2 : برهن ان 51117 - 17 هو حل للمعادلئة 0 ح 37 + "07 
الحل : 
- حت “رز جت 2 205 ح 'بر حت 51:2 - رو 


5. 8.8 ع 0 ع ع ]5 + 51112 - ح رو + "رو ح 1.5[ ..آ 


. العلاقة المحطاة هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 
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: 1 0 
س3 : برهن أن العلاقة 65111314 + 34 205 8 ح 5 هي حل للمعادلة 0-0 


الجل : 
(غ34) :521 6 + (38) 2065© 8 -ح ك5 
5 05 
1 205 18 +24511131- - 3.(غ+20531) 6 + 511131(.3-)8 --1 
. 015 
14 54 -]3 205 72- ع ( 3) . (511134 - ) 18 -+ 3 . (31) 05 24- 012 


2 


05 
( 511134 6 + 34 0605© 8) 9 -+ 545111314 -36 05 72- - و9 7 5. ا ..] 


5. 2 . ل - 0 - 54511131 + ]3 5م 72 + 31 0605© 54 - 31 ومن 72- - 5 .لآ ..ا 
“. العلاقة المحطاة 34 658411 + 36 005 8 ح 5ك هي حلا للمعادلة التفاضلية أعلاه 
س4 . هل 2 + 2 - 7[ حلا للمعادلة 1 ح 7و + //و3 + "رز ؟ 
الحل : 
0 ع- “بو اج 1 ع 'بو ج 2 +2 ح رو 
< ع« 5 +2 - 2 +ع + 3 ع 2 + 2 + (3)1 + 0 ع بو + 'بو3 + "رو - 1.5[ ..ا 
“. العلاقة المعطاة 2 + 7 ح 7[ ليست حلاً للمعادئة التفاضلية أعلاه ‏ 1.21.5 + 1.11.5 


س5 : هل 20117 > 7[ حلاً للمعادلة (1/2 + 217)1 -ح "رو ؟ 
الجل : 


+0 :3 2 256 - (10113 :3 © 56) 25622 - "رو ج برأع وو ح ابر جت 01112 ح رو 
5 - 2 2101112562 - 01121 + 1) 32 :201 - رذبر + 1) :و2 - 1.5 .1 
“. العلاقة المعطاة 20117 - 7[ ليست حلا للمعادئة التفاضلية أعلاه 
2 2 1 ىت جب الوو3 5 
س 6 : هل 1 ع ”37 + 25 2 حلا للمعادئلة - بوذرو 
الجل : 


- 2 + 
ا ع “تراج ع2- ح نوبز هج عح4- - :2 ج 0 - :2:1 +42 جح 1 - 2رو + 22 2 


4# - 72و22 22ير4 1 
000007 9 -- و6 5 بانده و 9 و( 2-) - 1-2 _- 


1 1 1 1 
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,, 








2 الى 2- (2)1- (222 + 2/2 2ع4 2و2 ى 
ليو 5 07 3 5 3 ل 
0 0 0 0 0 


2- 
5 -2-- 86 ذرر - ''روثير - 11.5 .18 
”. العلاقة المعطاة (1 - 172 + 2212) هي حلا للمعادلة التفاضلية اعلاه 
س7 : هل 5411517 - 1( حلاً للمعادئة 0 - :2571 + “217 ل ''روعر ؟ 
الجل : 
2 255111 - ح “رو + "ازور + “راجت 2 5 205 5 ع ارو + بر جت 511152 - 1112 
0 ع عربنو25 + 7و2 + “روج ج 0 - 52 5111 25 + 'بو2 + ' “تور 
. العلاقة المعطاة 57 5418 - 73[ هي حلا للمعادلة التفاضلية أعلاه 
س8 : بين أن 6-7 ح [ز هو حلا للمعادلة 0 ع مو + 'ترحيث *1 © 0 


الحل : (وزاري 3١1١7‏ / د" - 50١"‏ /دا) 
+ همس- - (1-).* 06 -ح 'برو ج > 6 - رر 


25 -ح 0 -ح 53 هم + 3*5 همهم ح نر + “نر - 1.5آ] .1 
'. العلاقة المعطاة *-06 - 7[ هي حلا للمعادئة التفاضلية أعلاه 


س9 : بين ان اع 6 , ع ل غير - |7ز|112 هو حلا للمعادئة 237 + 42257 ح ''رر 
الك (وزاري 3٠١١6‏ /د؟) 


217 + ( 37 )22 ع “رو جح رإوع2 ح “رو ب - لت جد + تر - 1117] 


55 - :2 + بوك4 ع :و2 + (ج22)2 ح :و2 + ابو2 - “بز - 11.5 .1 


“. العلاقة المعطاة ‏ © + 72 - 118[77 هي حلا للمعادلة التفاضلية أعلاه 


حل المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى 
أولا : المعادلات التي تنفصل متغيراتها 
ب هذا النوع من المعادلات نستطيع أن نعزل كل الحدود التي تحتوي على (:3) مع (:013) 2 طرف والحدود التي تحتوي 
على ([) مع  )07(‏ الطرف الآخر فتحصل على |:20(02) / - 9)17(01 | ثم تكامل الطرفين فتحصل على ؛ 
© + 0:04 1 - 90749 1] حيث يمل (6) نايت التكامل . 
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مثال : حل المعادلة 5 + 22 40 





01 
الجل : 
01 
-+22) ع بول ج 5 +4ع2 << ل 
01 
يده + قم - برج بمو(ة +22) | - بره | 
5 د 2-1 ب نزه 
ل : حل المعاد 1 7 
الجل : 
2-1 0177 
1 - - جح _|للل 
- 2 ) - ول رو جب ١‏ 0 
(2») فير. 2و 
22-6 2ي بت مر كا بم - 2 دك جد مون دم | - برهن | 


(حيث 20 - ,6) رع +22 - قيو/ + - بر جح 26 + :22 - ترط د بر 


مثال : حل المعادلة ‏ 01 517 605 :32 5111 - 037 حيث (0 2 137 605) , +2) عد 11 


الحل : نجعل ال معادلة 3:(0136) /[ - 007(01 9 
07 (رزةومءب) 
و2777 





5111101 - 1 217 0605© 511132 -ح 7و0 
6005217 ٍ) 4 
5111301 -ح 7و0 بولع 56 
© + 2 و0© - - 213تهغا جح ده 2 اذأ | ح بول بز أععد ل 
مثال ؛ حل المعاوزة 7+:2 م - 22 عندما 0 - 37 ,0 ح- 
الجل : 
22 - 27 بره 50 22 +2 ى - 017 
حل “2ه ع برل 7 مه ج حل 67 دار 2ك بكنا برق دم 6 ح روم جح ل © ل يرن 


1 
ا نه ديو | - ردم | 
وبالتعويض 0 -ح /و ار 0 -22 م + *2م 2ح 'ادع 


1 1 
ككثكل للكت سس أ 007 حأ انه حت (2)00 دح له 
2 4 2 3 26 6 








(2-3م) - 2م جد 22 11د 
2 2 2 
22 
2- 0 _ 2 3 © _ 1- 
لح م م 2 --(3 -4*3م)ام جه 7 كج 
2 
| 71 - رو جه ا 7] - 7ج 11] 
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5 2 520000 0 2 2 017 
مثال : جد حلا للمعادلة التفاضلية ( 5111 30 51317 - رن 
الجل : 
بأخذ التكامل للطرفين 03 511122 ح 7و0 برلع وح جح مده دواد - ب 
1 12 1 2 
(: 6052 -1) 2 >2 51 ' 01 (3 6052 -1) جر - 37 7[ )65 
: 1- 2 
ع - ( عتتتتلة يرغ 12 - برعم جع + (عتكة _ي) 1 - 0017 - 
(حيث »- - ه) اه -»#) 2-- 6017© 
متا : جد حلا للمعادلة 52+17 22 
الجل : 
بأخذ التكامل للطرفين ‏ 6ك 527 ح برل 5-7 ج يرل 52# - 22 جب زه 522 22 
00101 | 2 ح 017 («ا-) 5 | كم جح 1ل .0 ح بول 023 7 
20115 015] 
بالضرب ب 185] [م + 52# سك د لا ع 
1 1 1-» 1 
( حيث 5- - 06 61 + 2-0 - كا 5 جح 1115م - 0 7 5 اج 15]ع + 2-2 - 5 
|( ]جد حلا للمعادلة التفاضلية 0 - 37/,< - 77 عندما 2 -2), 9 ح بو 
الجل : 
24 سج( 01 1 01 
بوه ع« - 20 ل يون ةزو بو - برق ج وروي - ا جب 0 د روي 2 ب 0 ح بوارعة ارو 
ٍِ 01 01 
212 
1 
3 2 تر 1 1 
0 2 جد +2 ل جد و | - 2013 | ح عه ع - برق 2 0 


حر دحم 


نعوض الل ع /1, 9 - 7[ فينتج : 
4 - » جء +2 - 6 بع + 12 - و27 
1 بالتربيع 2 2+ 
اي اركح ا ان 5 4+- - ر 2 
مثال : جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : بر 12 + ع) 
الحل : 


01 011 01 011 011 
53-2 0-7 2-0 1 2 - ح(1 
0 0 لك زمر 7 -+ 2 ) ج رر 0 6 
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سهد ا ستصصعد 


: 01 011 
|17 تأخذ» للطرفين | 
6 التاق 2 جع + >1 + :ع ) :1 - 1|117 


(حيث “© - يء) 0 2+1(2)رء+ دير ج 12 + )نت - إبر 


حل تمارين (2 - 5) 


س1 : حل المعادلات الاتية بطريقة فصل ال متغيرات : 











1ى ح عرذومح 'تز (9) 
ون 
5 5111 0 
566-301 401113 | - 0 | ع0 لل 17 | جح ير 600 
254 3 6205© 5 2 605 2 
0 اعم ار 
دن ث 5353 3 ح برع + 22 (م) 
_- 0 ا 
1 3 - خدج بور 07 ين 
2 --_ 
1-2 2-1 © + لح ح إبر- 1:3 - ج يلع | - رد 
1 1 1 
تاجح ضمح ك واجدمع 01-24 دن رد - |2 - 113/- 
1 2 1 2 ف 
2012م 3 ح بو جه 22م ديو 3 جد * ا ح إلا - 3م 12 م ح |مو - 3 112- 


(1-:(1+»ع) -2 ن) 


م 01 01 
© + 2 + دح (2)22-1آ ج 1102 + ار د حب ل ج 1202 + 2) - رودي 


ير 
45ج رويك ارو د رع 6 
2+3 - تبر ح بو( 1 - بوك4 + #بو) (0) 
2 (3 +22 - 22) ل - 7ر104 - بر4 + 2ن[ ج 3 + يرج - تر - 22 (1 - بر4 02 


3 3 
© + و3 + تير اح ع بو 2و2 + 
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3 -+ 1) .4 - بترتو (ه) 


3 
3 | 4 - ج22 [ ج ول 4 - بك, ب 2(2بر+ 1) 4 - در 
0112 0112 


2 4 | - برك بر2 ترب | 2 دمفه | - «ره #خرجن بر | 


1- 
2 56 2+ 1) .1 
+44 - سدم اجن + ع4 - 2 (72ز + 1)- ج م +42 < ستستهده كر ب 
2 + 1 1_ 2 
2 
4 
.0 + د تو اج برل تر - 6202 | ج رول ثر دعل .2م جح 0 - رول ثبل يرل تع 5) 


4 
ع4- ح بم ب + تم4/.+ - بر جدع46 -462/+ د برو جدع4 - تن4 - أرر جدعم خخ ك2 


<< , 0 دع و26 ح “بر رع) 
- عد 26 ل 2ه 20 - 1ك حل ركم 3رونتج 2 - برق جح 35و22 الك 
13 3 01 
2 م 13 1ه و" ع 13 3- 
- 46# جح جد جد م + 262 ح ور جد 6 +262 - جد ج ييل © | 2 - و20 زر 
4- 2م ج ع دم 2- جه 20 -4- -4 جدع2 - 0م4- - 1 


02 


1 ظ - . م4 لك 
4.678 1 هبحمو 7 و00 37 


س2 : جد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية : 





0 
#ر- 1 ح تبر+ بود (ه) 
2 - 1) - 2 4 - 417 2 2ن _ 4ه - 0487 
- 1) - 013 زد ج 2 1 - 70 جب 17 -- ث3 1 - 27 


01 0 437- م 1 01 01 
0ع _ 017 لآ 2 العا ١‏ ل الل نكا 


01 107 
- - هج - - 
2 (1-21:2) “4 2 21:29 -1) / 2 (2ر1-2) 


1 
بأخذ © للطرفين |©|1710 ع + (2172 --122:)1 جح إن |1122 + |عد |7 ع |4بو2 - 11:11 _- 











1 4 1 1 - 
خ-- 25,2 111 جح دوع - للج نح - تت دج برح ح 4 2 - 1 
يس 2 1/1-2 1-22) 0 1 





1 1 
200005 0 + ع مو + دم 








-2-1يو2 ج كك - 2رو2 -1 


4مع) 04 2 


, 0 1 

0 - 2511137 6205 + 32 روم 5212 (6) 
001 05) 001 0 0537© 
ا ا 7 د أ ا 008ل لات تالت 


1 01 1 
- 1 1 1 جح رو وذو ع ومع - ح- رز ومع بننزؤزو 
52111 511 1 5111 1 511117 01 
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ع + نخد | 12 - ح |توورنى | جح يداك 11 | - ف ]| 


“© - 2 5111 511117 ج © حت |1112 د 52:17 1١|‏ ج ع ح |عد:1؟ | 17 + |5117| 11١‏ 
0 - توك تتاتمع ل مده بركومع< 0©) 


_ 601 207 0521 2 _ 
1 2 | - -ح توك رتوو ل 7 ح0 ع« - ح نول 021 0ك حت يرل رومع ع2 - ح ]6011170 


22 + غير - ح 101117(5) م و ْ) أرطت 


حتت ج رول برأععو .تزجبمغ ] ع بول بوأععك .1[7تهغ ل 
2 5-2 بع ب ع أر + ف7(2زودمغ) 2 جح 2 ح ثير + “(7ز011]) 
1 251111 :أو |[ - :و10 حدوةوو) |[ ج 2ح وثرزاى - رولجز :مغ (0) 
01 5113 42و20 - 1) | - :101 - بروذععو) ل 
[1:1أ5 0510(4»©) - 2ؤذأد | | - :10 - بر ععو) ل 
عد 3 :1أد-) 3(4دوم») | - 32 جنناد | - توق | - بول رجور لعع5) ل 


عر 3و0 





ع + 252 ب ير ومع- ع روح 011(7ع] 


0 04 
كد جح برةومن ير2ومع - 22 ع) 
600217 01 








- | 2052 1 





© + | 5102 2 ) - 0127 جت 032( 20521 + 001 - بول برأعع5 ل 


))5 





01 «05» ] ع :و (ه6 + 2:و3) ] 7ج 03 2 205 ح بول لم + 33:2 ص - م 
ع +ع نزو ح مال بو جدم ل عن زم - ام ل لد 
م - 2 17 تو[ 2 0 - 22 بقع .تع ج 0 ح “روب «اتختع رع) 
عت [ - - بر2(4-) 20م [ ج- ج يوق © [ - - يي | 
2- ح 6 برع +:2م2 - 2207م جا8ع20 3م26 - ددع حت اراب - 26-27 


حل المعادلات التفاضلية المتجانسة 

ثانيا : المعادلة التفاضلية المتجانسة 
ا 5-0-8 ١‏ 2 رك 17 ) 200 07 +4.., 4 050 8 
هي المعادلة التي نستطيع كتابتها بالشكل (-)/ - - فمثلا المعادلة 2777 > ( 24-17) يمكن كتابتها بالصورة 


0 

2 تت 01 هو هه « ه» 4 
11+04 يك (بقسمة طر المعادلة على 7 32) 
3 


ملا حظة : بوضع 13 عن كل 77 #2 المعادلة فاذا كانت الاسس متساوية فإن المعادلهة متجانسكةه . 
مثآل ؛ بين اي المعادلات التالية متجانسة : 
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01 23 +3 





قسمة البسط والة 0 عد ثمر جك ح حخ (1 
بقسمة البسط والخقام على يم 
ذدنء 3 
10 _ هه 2525 _ا بره 
المعادلك متجانسةهة ال م ل وح 2 حداحت 
7 )3 01( اكد 01( 


بالقسمة على 0 2 2 0 - 22 + 2بر - انوع 2 (2) 
7م 4187 ملز ا 0 
0 -0©2+2 -2 26 ج 0 - 2 + 2 - “بر 2 


232 
ف 2-2 الاك 22م ل 3ك اا 
المعادلة متجانسة 2 25-5 -2(2) 2 


اس 5700100 ارعء# 5 كد و4 
غير متجانسة لأنه لا يمكن كتابتها بالشكل ‏ ()) / يو جو - ب (3 
طريقة حل المعادلة التفاضلية المتجانسة : اذا كانت المعادلة التفاضلية متجانسة فإننا نتبع ما يأتي : 
0 ' 
)١‏ تكتب المعادلة بالصورة [[) / > ي] ثم نعوض عن كل [2 - ] أو [)د م - '(] حيث 1 دالة الى 6< . 


كي داور ب 47 
نل 0 


؟) نشتق 7 317 - 07 بالنسبة الى 2 فنحصل على 
01 01 
*) نربط بين الخطوتين (1)و(2) فتحصل على 27 - (07)/ - 55ير ج (7)/ - كدير ار 


02 
م - (7) ر 





011 
( يعد فصل المنغيرات تنحصل - ل 
1 


ه) تكامل الطرفين فنحصل على الحل العام وأخيرا [- - 177] 


2ر312 5 ,5 

















مثال : حل المعادلة التفاضلية 2 ,مر 1 
الجل : 
مكسيية الس اننا 0 ع 2ير تهت ان 
: بسط والمقام على 000 
له 
(1) ةراد 0187 حت 0-2 017 
ثية قلء فقة ‏ الالل ا ع 22 د 0 
2 2 ممه 21 كيه 
_ 3172-1 01 
[وضعنا 0 سح 7] )2( اا ا رار سح 0 
نعوض المعادئثة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 0 لك بر مو - 2 جح برو - بو.. 
5 ات 01 011 
72 1 3172 2 017 3172-1 0177 1 372 017 1 
سس ل للملدس ل لس تج هج 7+ ساح لدا#  -‏ لل امع مير + رو 
2127 01 2127 01 2127 01 
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1 0 1 1772-1 قير 
سرج ب م 2 عل 5 
|[©| 72 + |1 - 2252| 71 ع إعد| 11١‏ - مك | 





(1 - 2تمع + ع معو جحت |(1 - 72د )»| 1 ح عرز 11 


5 + عدم جب َه + دم جح 2-6 + ح مر ج |1 ّ 2ك 
0 عد حم حت 5 ود مل دعر وذأء2 - عه كم 
م2 
مثا المعادلة التفاضاية ‏ 13 ب (4 
حل 3 0 ددبسر ‏ كك 
الجل : 
4 0 
بقسمة البسط والمقام على 0 2 م2 0 
0 
47-1 
01 و ا يوق 
ب 1 _ 07 
[وضعنا < - 7] )2( اك 0 
)3١ 0000‏ هو د 2 ا ا 
نعوض المعادئثة ([3) 4# المعادلئة (2) فينتج : )03 126 47 ل يو 2 ع 37 ٠‏ 
(1 -77)2 - 1 +174 017 1 +17 017 1 +17 017 5 
227227 27 تت - 207 ص2 ل عش احج سماد 
1 -17 0-0 5 7-1 0100 1 -17 00 9 
1[ + 2177-72 7ل بج ل 2ت - ]1 د17 017 
لجل ملح لشهعج جه للد جح لل عر 
1 -177 011 1 -17 011 
0 1 -177 / 4 1 0 1 -177 
27 لل | ج اج ]| جح برقل ل وخ _لنببإ الى 
1 + 217-172 21 21 1 + 217-172 
5 1 1 سكا 1-_ 
271 ل ع7 ح |1 ل 2تنو - 71127 دج 7و1 سلببناادتتبت 01 د 
2 1 + 772 -217 








1 
|« | 77 - ححنما 0 ججح إيدرء| خم - 1|272 + 24ت - 11121277 
1 + 217-72 
1 بتربيع الطرفين 1 1 
0 1 277-727 جحسلدكم_ اح 1 + 72 7و2 دوع خ لمسلبلبلبللبللللد 
02 01 1 + 772 - 1/217 
2 
0 : : 1 2 2 لدمم.ة 
(نضرب طرة المعادلكة بي 6 0 1 ب (2) -(2)2 هب > حن . 
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حيث <- -ع][ 4 ح 2بو - مورو2 + تير اج يح تيو بورو2 + تير جر د تيرج تبر - بوبو2 


مثال : حل المعادلة 37 + 2 - 7ز(37 -326) 
الجل : 


(نقسم البسط والمقام على 0 72 1) مدي د 





9ط 5 / 5 59 02 0 3 
نعوض امعادلة (3) 2 المعادلة (2) فينتج + (3) ا ل 7ع ح كد جد بررع ح رز د د د رن 


2 + 37 - 7 + 1 _ 41 0 +1 _ ماك 1+7 01 
7 - 3 ع3 4 7 - 3 3 7 - 3 3 








7-12 _ عن 172-2+1 07 
ب-3 2 2ك 3-7 011 


1 ] - |2 -(72-1)]- 1ل ] - 2000 1 
2 0 الاك 12 - 2 0-1 2 2 


>] دس بج | +مه كه 


01 01 
0 م © + حك | _- 


1 
+ |1 -72- جح |خ1| :11 - كم |11 -1127- 





|| 2 حدم ل 


-2 
)7- 1( 


6 حل 





و-|2-1 7 - |2| 1م جل ند 


- 1 
1 


ع2 - 
2 - 1ق 


6 حل 





- 2-1 |1 د - 2-11 7 + |1112 


11 5 اسه‎ ١ 
1 داعم‎ 9 
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مثال : حل المعادلة التفاضلية 0 - 2 مر ل 2/و - 22177 

















الجل : 
“د - كز ح “و2 
١ 0‏ 2 ةبر _ به 
(نقسم البسط والمقام على 0 عم و6 0 
ف 2 
(1) 22-1 م0 2-7 01 
ااال ااتاك5م ا تكرةم 20 01 5 01 
| 2-1 _ 48 
[وضعنا ح 17] )2( 5 
8 402 5 
)2( لش د 7و جح حا جح برو ح رز 
تنعوة ئلة (3) # المعادلة (2) فينت 3 لمر ل 
نعوض المعادئة (3) 4 المعادئة (2) فينتج : )03 حت 2 + 17 
(72+1)- 0111 72-1 - 017 172-11-2 017 72-1 017 
خم حل حت دي وي لستكتت ب احتير رت ب تك 
22 02 22 01 22 01 22 01 
5 01 212 01 212 
دا - -ح إء | 2 + |1 + *| 7 ج | ح ررل جه ل 0 
2 1 +172 2 (1 + >7 
| +1-»©| 82 ع |(1 + *تماعمر| :1 ججت إع )| 11 - ح إعر| 1ق + |1 + 1772| 11 
2 27 (1 + تعمد ب جا 1-|(1+ *ت)ع| 1١‏ 
لس سد حدم جح - 21 ]| 1م - 11107 
(1 + 2مماعج 2 ع 0 ح 
1 1 1 1 
ا م ا ا ا ا 1 لاي و ا 
يجحت حخكاء ‏ (ندواءه 2 * 
1 2 ج21 
2 ل رو 00 
0 
مثال : جد الحد العام للمعادلة التفاضلية ‏ 2/ + 2ير - --12 2 
الجل : 
03 2 2 #رر+ يعر _ توك 
(نقسم البسط والمقام على 0 عد و6 ١_١‏ 0 1 
2 2 
07 2 
5 © +1 نيه من 2 _ بره 
كد 2 011 2212 011 
00 
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01 1+ 2 01 1+ 2 01 _ 1+ 72-2 01 172-2+ 1 





2ج جه 20م جرخو 6د حج- خ# هه لدح بعر ل 17 
2 01 2 01 2 01 2 01 

خ 5 ٍ ع 27 2 17 -7) كه 

5 ) ( 1 72 - 7) 2 01 
000 2-2 1-(200-1 
(نضع 0 © + إعداه) < كدج م م رع < سد 
ع + ادامر وح ب د للك - جحو جم + ادام 7-1 
و ئ 

21 ع- 

سس لم هم جح د سنب دح 7 ب 

© + || 1] 7 © + عام 1 
حل تمارين (3 - 5) 
حل كلا من المعادلات التفاضلية الاتية : 

+ 2 - /ن10) 

[وضعنا 2 - 2] *م لا الك 

و 2 عد 2ك 
01 
1 0 7م 74 ح لا 
1 0 

01 017 ٠ 

نعوض امعادئة ([2) 2# المعادلة (1) فينتج : )2( عيء ملعا مله حر 7 كد جح ورب عدار 


01 011 


01 01 
اح دج يرل لم ح ررلد جح لم - ادير جح لم + رعو - ,ع2 ل 7و 
1 6 01 01 


ع + 2-7 ح إعد|ما جح ممم حدم +7 م جح 0 ح 07” © | 
98 

0 ح بول فلج + يحلل (موم - 2ج (2) 

2 (2و - بور ) - رول 2ج ج 22ل ( بورد - كبر ) - ح رول لير 


ا 1 2 “اديوه _ مه 
(بقسمة البسط والمقام على 0 عد 3( 0 
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0 0 
نعوض امعادلة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 522 2 ير دم - كد جح ير د رز 
0 0 0 0 
2-0 جح رول 12 ح رول عر جه 2و اس ادير جد 2ن أ رو س الك بر ل 7و 
2 01 01 
1 
02 2 01 
|1 حم بج ل جح ل - ح 017 دل 
2#عح] ,ع + د اعم دع 8 7708 اعد لحك 01 
1 " 007 00 


0 ح- 037 (7ز3 + عد22) + عدل (7و2 + 2 ) (3) 

















2-2 

(نقسم البسط والمقام على 0 2 :3) ا - _- 2 جه 1 237١‏ + ع )- ح 33037 + 22) 
(1) 1-27 د 9 أ 0 - ا 
لالتاظ ا اظاظظ اتكعر 27233 01 لذج 21 01 

2 2 2 
17 _ 1-2- _ 017 
(وضعنا 2 - 7ه) 2 تت مد 

01 01 
نعوض امعادلة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 26 1 37 جح حا جح بزرع جح ل ١‏ 

(330+-1-217-17)2- 01 1-7- 01 1-7- 01 
مسح ب تح الس وح 17 سد حخاصاج حب ح- نر + 17 

011 21-7 011 21-7 011 21+27 


(3172+417+1)- _ ري 217-72 -1-217 - 07 


2+7 01 2+7 006 
01 22+34 2+7 3172-41-1 
ع4 د لاسقلقة | 1 جا له | ل لي [ جد مرق لفقت د برل مر 
21 47741 2312 477+1طل 231 24-27 


2 1 1 
©> + ند |1 - |1 +432 + (3)2 0 - جح ع + إمر|- ح |1 + م4 + 1113172 - 
2 1 2 2 
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2 
1 12 21123 _ ره 
(1) 05-0 
1 0 
+1 01 
ضعنا - ح- 17 2 ب كه بي حك 
(و 4 2) عد كلد 
١‏ 02 )01 
نعوض امعادلة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 26 1 17 جح ل جح وزرع ح رو ١‏ 
72-2 +1 _ 0 نل 1+2 07 1+2 07 56 
22 ك2 27 42 2 2ك 
01 27 217- 01 2 217 1-2 1-2 02 
سد 0-0 | جد لد حل درل د ح رو « ب حجن | 
2 (>1-27) 2 1-7 217 217 01 


[ 216 ع إعد| + + |زثم - 1)| 52 جح إعد| 1 دع + |(2مه - 1)| :7 - 


ع غ1 2 
جكب + - بو جح ع - ع | جد - 1 جح إء م - إعدرثم - 1)| 111 


2 
© 69 
(2- تمي كم 


د (22 - 2رو) - ح بول بور ججت 0 ح رول تود + :0 (2عر - 2رو) (5) 

















ب 9 2 قير 07 
(نقسم البسط والمقام على 0 عد 3( 0-0 
5 2و تير 
)01 “299 اانه جب 22 ره 
لالظ اتاكاظ ا اتكمر 0 01 24 01 
96 96 
رو - 1 01 
(وضعنا - 6 )2( 0 
01 
نعوض المعادلة (3) 2# المعادلة (2) فينتج : )03 0 مر + - كد ج ررب - بر 
1-2 01 1-72 01 1-2 01 1-2 01 
لم و لس اح دان و5 377 - 7 خ حب جح دان ل 17 
17 011 17 011 17 011 17 011 








1 دام 10 5 1 6 01 7 77 (4-) /) 1 01 2 170017 
000 1-22 [ 4 ع 1-272 





























1- 1- 
|71 - )ءا 7 جح إعداءط ح ممم + 4 | 1111-22 
ع حّ ع 
شحج لمع ه لسع حير جد سد ل ح يرن 
4 1 24 1 21-4 
| 8 1) 6 1-2) 
تو زثبر + ثي) ع يرول بوكر (6) 
ا 3 و25 _ 7ك 
تسد اد والمقام على 0 76 37) 3 + ير 23 
1 لفق لفق 
(1) 5 _-042 #د_ - 087 ثو_ - 0487 
6 +1 01 ٍ 1 - 01 ا 2*3 011 
_ 77 01 
(وضعنا 7) )2( 222 اصح سي 
, 02 01 
نعوض المعادئة (3) 4# المعادلة (2) فينتج : 03 و ل 7 جح م جح بررع ح رز ١‏ 
(73د + 7)1و د 017 17 01 17 01 1 
جلب سس ع لج جه رعو - للد جح لدج جح ح _ ل تج 17 
+ 1 01 3 +1 02 3 +1 012 
- 1 4نع ‏ 01 #يعو جع - 17 017 
سساح 607 للد هد لللمسشسس بك ابي ال 22 د_ب7 الل لد بج لد هل 
114 3 +1 012 +1 01 
01 1 1 01 5ع + 1 
-- - دنه جح | +مةج | ب 2 - ح 17 ير | 
2 17 17 2 17 


1 1 5 01 
ع + || 812 + ل ح |:| 117 جل -ه د | + مق ] جح ]ل 
3 17 و" 


1 1 
© + أط| عا + اعءد| ا د جب جح ع + زم| 1ط + - |10 - 
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2 متجحد 


1 1 
6+ نانم د يك جم + يدا ] < جسم جح © + [تاءد| 118 . ورد 
23 2 


3 3 


2 2 2 
- تبرج م + إرر| «1 <- حل 


© + || 1/3111 اا © + || :311 30 


01 01 
010 2 ا _-2 رحج 4 - | سم 2 
و مه 2 2 01 
و 011 
(وضعنا 2 - مم )2( ...60:31:10 1 10 د يرق 
' 02 01 
نعوض امعادلة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : 03 26 1 37 جح لد جح بزرع جح رو ١‏ 
01 011 





011 011 
- جح 10111  -‏ رن جح 1 1011 + 7و  -‏ عن ل 17 
13 27 011 1 01 01 





: 0 605 01 1 011 
|| 172 + |22 5112| 112 ع إعد| :1آ] جح بدا0 ل 2 جح بول ع ] 6 
0 005 





0 01) © + - 2 ج (مه ::5) © + عع ج |(« 5) ©| ع إعد| جح |(م :د) ©| 81 ح إعد دا 


حل التمارين العامة الخاصة بالفصل الخامس 











2 
س14 ؛ حل المعادلة التفاضلية الاتية | 1 <  ,‏ 5 -7 , 22 د بر 
الجل : 
01 01 01 07 (نرةوم» »+؟) , 05ح 2 017 
حدم | اح / 5 ددس[ يرل [ “205 - ولج جب حل 
1 600527 1 بو2ومع 01 
2 00 4ع 3 2 
000 يتويج 9 - توه بوكعع5 ل 
1 

0 -121 ,1 عي تتم © + إعدا| ا ع 37 6011 


1[- م جاع ب+ 0 - 1 جع + |1111 - 2 به 


1 + || 112 ح 101137 .. 
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س15 : حل المعادلة التفاضلية الاتية :+ 10111 22- 2 حيث 0 - 32 عندما 3 م0 
الجل : 
01 
7 ج+ [:113) 101117 22 - ح 03]| ج 37 1011 22- 0 
3١ 0‏ 0605© 0 01 
جه 22- | -2525052 | جيه 22- | - 7 | ب 272 ح- 4 
51217 7 5111 1117 
7 605 
1 7 
0 دعر اودر ع + 2م ح |7 5810| 71 جه ع + 2- - انز زو | ما 
1 1 
1 --5117 0 -» د »ء - (0 سا جدء + 0 - إج سنو 1 
ٌ بأخذ © للطرفين 
7 ح وى بحت تير ح إنر :1غو| :11 .. 
س16 : حل المعادئة التفاضلية الاتية ؛ 267173 حرق حيث 0 - 2 عندما نوق 
الجل : 
1 01 011 
6+ 2 - جل ج يرل 66 | 2 - 1 3- | ح بره 202 - 22 ب 3 7 لت 
2- 07 لل 7 4 1 
1 _ - 0 1 2 ب 
جحي الى © ل و00 ا 0 
0-1 4 حدمح جب »+2 -2 جه م17 2- ك4 
2 
4 6*3 2 . 
كم 3 يجدهد 
2 
س16 : (حسب المنهج الجديد) حل المعادلة التفاضلية الاتية + 7 -07 - 27 حيث ان 1 - 1,23 - 3 
الجل : 
010 ف كر سس ل ات 85 5 
#اقرف مدق سمه ل 2 د 3 يرق 
01 
- 2 72-1400 ح للد 
(وضعنا ‏ - 7 (2) - 
5 02 01 
نعوض امعادلة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 26 1 37 جح حا جب بزرة جح رو ١‏ 
01 (م+؟) 02 02 
دل جح رول ج يرل - - 01 < ج 1 - - بير ج 1 - 7 - د تر + نر 
2 01 01 


171537551117711 27 177 ةا 1ل 








0 01 
+ إداها- د دادح + اها ساد عم د 26 | - د وق | 


نعكوض ‏ 1 2 , 1 - 07 لإيجاد قيمة الثابت © 


1 
1 -م جم + 0 - 1 جم + |1:ز- د 2 جد ع + إبوزجز- د - 


- || + © 


س17 : حل المعادلة التفاضلية الاتية + 0 - 0377 227 -:3172(02 ل 2ئ) 
الجل : 


01 
(2:و3 + 2ج) - 0 22 ج (ول بد2 ح 31:20 + 2عر) 














5 5 2 #ررة + _ ره 
(نقسم البسط والمقام على 0 32 “2) 0 
01 2ن 
1+7 2 دلج برل 
(1) ربد ل 0 
295 2 01 
2 2 
1 “1+3 _ ترك 
(وضعنا -: - 27) )2( اق ع عه 00 
02 )01 
نعوض المعادئة (3) 4# المعادلة (2) فينتج : )03 و ا 7ه جح م جح بررع ح رز ١‏ 
24 - 31275 +1 7ك 5 3 + 1 7ك 1+3 _ صق 1 
22 ادن 9 22 ا 22 دن 0 
كل _ 2007 _ عه 0 027 5 م21+1- 57 1+ _ صك 
م 1 +4 172 وا يو يل ا لون ا ان 
177 
3 1 01 227 
|(1 + >تمم»| 22 ح إعداعط ج إعد| عط ع »|2 + |1 + 74| 11 ]| ]| 
12 1 172 





2 2 
١‏ 2 2) عمد [1+ج2) ودود زو تم.ء د 
2 2 
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1 
الامستا 32 227 


الفصل السادس 
المفندسة الفضائية 








م ١‏ 2 متجحكد 


/ا. 

./ 

3 
ان 
1 
11 
8" 
ا" 
6. 
7. 


.١/ 


6 
ا" 
ا 
01 
75 7. 
1آء 
ا" 
6. 


1 





الهندسة الفضائية 


لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحتويهما . 

لكل مسنقيمن متوازيان يوجد مستو وحيد يحتويهما . 

عبارة التوازي (اذا علم مستقم ونقطة لا تنتمي اليه فيوجد مستقيم وحيد يمر من تلك النقطة ويوازي 
المستقيم المعلوم) . 

لك المستوي الواحد المستقيم العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر . 

المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر . 

ب المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم واحد فقط عمودي على مستقيم معلوم من نقطة معلومة (تنتمي 
للمستقيم أو لا ينتمي اليه) . 

اذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدهما ونقطة من الاخر فإنه يحتويهما . 

المستوي العمودي على احد مستفيمين متوازيين يكون عموديا على الآخر . 

ل المستوي الواحد المستقيمان العموديان على مستقيم واحد متوازيان . 

اذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدههما يوازي الاخر . 

المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما . 
المستقيم العمودي على مستو يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن المستوي . 

اذا كان كل من مستقيمين متقاطعين يوازيان مستوي معلوم فان مستويهما يوازي المستوي المعلوم . 

اذا وازى ضاعا زاوية ضاعي زاوية أخرى تساوت الزاويتان وتوازى مستويهما . 

قطعة المستقيم الواصلة بين منتصفي ضاعي مثلث توازي الضاع الثالث وتساوي نصفه بالقياس . 
العمود النازل من رأس المثلث المتساوي السافين على القاعدة ينصفها . 

اذا وازى مستقيم مستوي فال مستقيم المرسوم من أية نقطة من نقاط المستوي موازيا للمستقيم المعلوم يكون 
محتوى 24 ذلك المستوي . 

المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان . 

المستقيمان الموازيان لمستقيم ثالث لك الفراغ متوازيان . 

يكون الشكل الرباعي متوازي اضلاع اذا توازى كل ضلعين متقابلين فيه . 

يكون الشكل الرياعي متوازي اضلاع اذا توازى وتساوى ضلعين متقابلين فيه . 

المستطيل هو متوازي اضلاع احدى زواياه قائمة . 

يمكن رسم مستفيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة معلومة . 

يتطابق المثلثان بضلعين وزاويهة محددة بهما . 

العمود النازل من نقطة معلومة على مستو هو أقصر مسافة بين النقطة المعلومة والمستوي . 


ميرهنة الاعمدة الثلاثة ونتيجتها . 


جم ١‏ 2 متجعكد 


الزاوية الزوجية والمستويات المتعامد 
الزاوية الزوجية : إتحاد نصفي مستويين لهما حافة (©1/185) مشتركة . 
وتسمى الحافة المشتركة ب (حرف الزاوية الزوجية) ويسمى كل من نصفي المستويين ب (وجه الزاوية الزوجية) كما ل 


الشكل : 4 
م 1 
1 


ملحسحع 
حيث 418 هو حرف الزاوية الزوجية 


099 6 47 - 09 : و(لآ) هما وجهاها . ويعبر عن الزاوية الزوجية بالتعبير‎ ١ 





وقد يعبر عنها بحرف الزاوية الزوجية ان لم يكن مشتركا مع زاوية اخرى فمثلا : 
الزاوية الزوجيكة : 

8 - 8ه - 060 
(2) - هم - ه00 


80) - 8م - (2) 


1 
ولا يمكن أن تكتب الزاوية الزوجية بشكل 41 22 هذا المثال لأن الحرف 41 مشترك 24 أكثر من زاوية زوجية . 


مالاحظة : عندما تكون اربع نقاط ليست 4 مستو واحد » نكتب الزاوية الزوجية (1 - :)20 - ف أو الزاوية الزوجية 


بين المستويين (198800) أو (41500) كما لي الشكل . 
, م 
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وتقاس الزاوية الزوجية كالاتي : نأخن نقطة (1 على الحافة المشتركة 48 ونرسم من (1 العمود 26 ف (350) 


والعمود :121 (لآ) على الحرف 778 فيكون قياس الزاوية الزوجية بين المستويين هو قياس الزاوية /11(1) وتسمى 
الزاوية /11(1) الزاوية العائدة للزاوية الزوجية ؛ كما ث2 الشكل : 


بعبارة اخرى لدينا الزاوية الزوجية (7)- 48 - 1 
ولدينا (7[) © 21 , (88) ح 20 


26 ١ 48, 28 ل‎ 8 





690 آنا .)> هي الزاوية العائّدة للزاوية الزوجية 48 أو 02 ب 48 عد‎ ٠ 

الزاوية المستوية العائدة لراوية زوجية : هي الزاويك اللي ضاعاها عموديان على حرف الزاوية الروجية من 
نقطة تنتمي اليه وكل منهما 2 أحد وجهي الزاوية الزوجية . 

أو : هي انتحاد شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من نقطة تنتمي اليه وكل منهما 4 أحد وجهي 


الزاوية الزوجية . 


ومن تعريف الزاويتين العائدة والزوجيهة يمكن استتساخ الاني : 
1( قياس زاوسة عائدة لزاويه زوجية ثايت . 


2) قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس . 

ملاحظة : اذا كانت الزاوية الزوجية قائمة فإن المستويين متعامدان وبالعكس . 

اي : اذا كان قياس 909 -ح (1) - 48 - (]1) فإن لآ 1 ا 

مبرهتة (7) : اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم 2 أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون عموديا 
على المستوى الاخر. وزاري (١١١5/دا-‏ 501#/د” - 6١١٠5/د؟)‏ 


اي انك : 
اذا كان (7) 1 (2) 


8 - (37) م () 
١ 48‏ 68 , ([) 1 608 ؤ 8 فبن عآ 1 61 


4م 
1 
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المحطيات : 
نقطة 7 ,: 48 ١‏ 62 ؛ (1) 1 (12) 2 48 - )م 80) .2 ©( 62 





المطلوب اثباته : (7) 1 617 


البرهان 5 


(1) نرسم 48 ١‏ 11 جه المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه من نقطة معلومة) 
١ 68 ١ 8‏ (7) © 061 (معطى) 
:1 02> عائدة للزاوية الزوجية (/[) - 478/ - (ل) (تعريف الزاوية العائدة) 
. “90 ع 10[14)> :37 (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس) 
:. :21 ل 61 (اذا كان قياس الزاوية بين مستقيمين 907 فإن المستقيمين متعامدان وبالعكس) 
(0) 1 68 (المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 


نتيجة مبرهنة / : اذا تعامد مستويان فال مستقيم المرسوم من نقطة 4 أحدهما عموديا على المستوي الاخر يكون محتوى 
فيه  .‏ وزاري (١١٠5/د“-‏ 56١١٠/د؟)‏ 

العطيات : (16) 1 682 2 (ل) عع . ([ا) 1 ©) 
المطلوب اشاته : ([) ح (61 

يكن 48 - (7) 0 (10) 


ان لم يكن (37) © (61 


ترسم  )[!(‏ 8©) وعمودي على 248 





(4 المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه من نقطة معلومة) 

* (37) ل (8) (معطى) 

2 6 (ميرهنة 7) (اذا تعامد مستويان فا مستقيم المرسوم 4 أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون 
عموديا على المستوى الاخر) 

ولكن (7) 1 61 (معطى) 

. )0 > 608 (يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة تنتمي أو لا تنتمي اليه) 


73 ح 68 (و.٠ها.م)‏ 


171537551117711 :3 1117ل 





مبرهنة (8) : كل مستو مار بمستقيم عمودي على مستو آخر يكون عموديا على ذلك المستوي . 


أو : يتعامد المستويان اذا أحتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الاخر . وزاري 7١1١1١(‏ /دا- 5١1١5‏ /دا )٠١18-‏ 


اي أنه : 
2526 ]0 ل 48 
(7) ح 415 


المحطيات  .‏ (]) | 28 2 ([) ح 81 


المطلوب اثباته ٠.‏ (76) 1 (/1) 





البرهان : ليكن (01© - (9) 0 (1) (يتقاطع ال مستويان بخط مستقيم) 
60 © 8 (مستقنيم التقاطع يحتوي على النقاط المشتركة) 

(7) نرسم 618 1 828 (2 المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه من نقطة معلومة) 
(16) 1 48 (معطى) 

٠‏ :689,81 ل 248 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المحتوى لي المستوي والماة من أثره) 
* (7) © 48 (معطى) 

. 1 48> عائدة للزاوية الزوجية 6 (تعريف الزاوية العائدة) 

"90 - تاظل> :1 إلأن 88 1 48) 

“. قياس الزاوية الزوجية 907 ح (ل[) - 48 - (1) (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس) 


. () ل (1) (اذا كان قياس الزاوية الزوجية "90 فإن المستويين متعامدان وبالعكس) 


171537551117711 :3 1117ل 





جم ١‏ 2 متجحكد 


مبرهتة (0) : من مستقيم غير عمودي على مستو معلوم يوجد مستو وحيد عمودي على المستوي المعلوم . 
اي أنه ٠‏ 48 غير عمودي على (50) 

فيوجد مستوي وحيد يحتوي 48 وعمودي على (]5) 
المحطيات ٠‏ 418 غير عمودي على (]5) 


المطلوب اثباته : ايجاد مستو وحيد يحوي 413 وعمودي على (26) 





البرهان : 
من نقطة (4) نرسم ()2) ل 46 (يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة ا تنتمي اليه) 

*” 40 , 48 متقاطعان 

“. يوجد مستو وحيد مثل (/آ) يحويهما (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحويهما) 

. () ل (آ) مبرهنة (8) (يتعامد المستويان اذا أحتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 

ولبرهنة الوحدانية : 

ليكن (2) مستوي آخر يحوي 418 وعمودي على (]5) 

() 1 40 (بالبرهان) 

(2) ل 46 (نتيجة مبرهنة 7) 

(85) - (ر) (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحويهما) و.ها.م 

نتيجة مبرهتة (9) : اذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون عموديا 


على المستوي الثالث . 





المحطيات .2 48 ح (لا)86) . (2) 1 (87), 18) 
المطلوب اثباته . (7) ل 048 


البرهان : ان لم يكن 2418 عموديا على 7) 


لا وجد أكثر مستوي يحوي 41 وعموديا على (,47) (مبرهنة 


:. (7) 1ل 48 و. ها . م 





متال [1) : ذ )48 1 
701 - 817 , :1311© 10 - 48 , 30 - 4 > :د , (480) 1 ار 
جد قياس الزاوية الزوجية 8 - )4 - (1 


المحطيات 2 





7 - آي , 1711© 10 2ل 309 -9/6 1112 (486) ا 91 
المطلوب اثباته ٠:‏ ايجاد قياس الزاوية الزوجية ‏ 8 - )40 - (1 
4 المستوي (41501) نرسم :)4 1 81 لذ نقطة 1 (4 المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على آخر من نقطة معلومة) 
** (48)0) ل 81 (معطى) 


. 40 ل 2 (مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 
18 هعائدة للزاوية الزوجية )4 (تعريف الزاوية العائدة) 

:81 ل 718 االمستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على ع بيد المحتواة 4 المستوي والمارة من أشثره) 
1١ 81‏ قائم الزاوية 2 (/ 


814 1 القائم الزاوية 2 لل : 


1 
هج د جح ب ةكت لطت 
7 5 -ح ناآ 10 2 56 
نآ 


281 1 قائم الزاوية 2 
5 12 
1 5 - ناآانا نا > 1011 
قياس “45 - ([آ1 81> 111 


“. قياس الزاوية الزوجية 459 - 8 - 40 - (آ 





(قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس) . م 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


مثال (2) : ئيكن '4130 مثلثا وئيكن (:248)0) 1 21 
01 ل 8ه , 04 ل ىه 1 





"[) 1ل 82 , 64 ل لظ , (4806) 1 4/7 5 
المطلوب اثباته  , 81 | )  .‏ ([4)) ل 81م 

(4860) ل 41 (معطى) 

(48)0) ل (41)) مبرهنة (8) (يتعامد المستويان اذا أحتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 


4) ل 818 (معطى) 


(41 )) ل 81 مبرهنة (7) (اذا تعامد مستويان فال مستقيم المرسوم 2 أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع 


يكون عموديا على الاخر) 

٠:‏ "01 ل (81 (معطى) 

"01 ل 121 (نتيجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة) ‏ و.ها.م 

مثال (3) : (ل9) ,(176) مستويان متعامدان (06) - 4/1 (وزاري 7١١7‏ /د؟) 
20, 20 عموديان على 48 ويقطعان (/) ذ 1 , © 
على الترتيب . برهن أن (00) 1 (61 


المعطيات : ان (لا) ,(50) ؛: (70) ح 48 : 81 , 80 

عموديان على 48 ويقطعان (ل) 4 1 , © على الترتيب . 
المطلوب اثباته : (2) 66 
البرهان : 





يكن (7) مستوي ال مستقيمين ال متقاطعين (81] , :) آ1 
(لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستويا وحيدا يحويهما) 
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تق ١‏ هد 


87 8200 ل 248 

. (2) ل 48 (المستقيم العمودي على مستقيمين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 
* 09 ح 48 (معطى) 

. (7) ل (2862) (يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 

90 1(#) (معطى) 

ونا كان 68 - (9) 0 (2) (لأنه محتوى يذ كل منهما) 


:. (26) ل 12) (اذا كان كل من مستويين متقاطعين على مستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون عموديا على 





المستوي الثالث) 
حل نمارين ١‏ 1 - 6( 
س1/ برهن ان مستوي الزاوية العائدة لزاوية زوجية عموديا على حرفها  .‏ (وزاري ٠١١“‏ اذ١)‏ 
العطيات: 
4 
الزاوية الزوجية ‏ (لا) - 88 - (]) 
والزاوية المستوية العائدة لها /1(1.) > 
المطلوب اثباته  .:‏ (1(14)) ل 48 2 


البرهان 5 


1216 ) * زاوية عائدة للزاوية الزوجية (١ا)‏ - 4118 - (26) (معطى) 


ل 48 اي ا 5000000000 

17 07 (من تعريف الزاوية العائدة لزراويك زوجية) 

(هي الزاوية النانجة من انحاد شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من نقطة تنتمي اليه وكل 
منهما 4 أحد وجهي الزاوية الزوجية) 


٠‏ (117)) ل 48 (االمستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 
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م ( 2 موحد 


و برهن انه اذا وازى مستقيم مسنويا وكان عموديا على مستو آخر فإن المستويين متعامدان . 






المحطيات 0 (ل) 1 88 ٠‏ (06// 48 د 

المطلوب اثباته : (7) 1 (26) 

البرهان : ان لم يكن (0) يقطع (9) فإن (09(//)006) 

:* (لا) ل 48 (معطى) 

. (7) 1 48 (معطى) (المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 

ولكن هذا خلاف المعطيات -> .. (ل) يقطع (36) 

وليكن 17) - (لآ) 0 (]7) (يتقاطع المستويان بخط مستقيم) 

لتكن (1) ع 11 . ولتكن ”121 / / 48 (عبارة التوازي ؛: يوجد مستقيم وحيد يوازي مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 
” (30) // 48 (معطى) 

(05) ح لاط (اذا وازى مستقيم مستويا معلوما فا مستقيم المرسوم من اية نقنطة من نقط المستوي موازيا للمستقيم المعلوم 

يكون محتوى فيه) 

.070 1 48 ح ر(لآ) 1 لاط (المستقيم العمود على احد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 

:. (لا) 1 (6) (كل مستو مار بمستقيم عمودي على مستو يكون عموديا على المستو الآخر) 

س 3)/ برهن ان المستوي العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر . وزاري (4١١٠/د١)‏ 

المحطيات ٠.‏ (/9) // (00) 2 2 (06 ل (2) 

المطلوب اثباته ٠:‏ (7) 1ل (2) 


)7( 6 0 - 8 


0 يتقاطع المستويان بخط مستقيم 
ع م هد 


ولتكن 478 ع 1 





211111 :د 





نرسم (3) ح :181 بحيث (1) 1 281 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 
(2) ل (2) (معطى) 

0 00 (اذا تعامد مستويان فا مستقيم المرسوم 2 أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون عموديا على الآخر) 
(3) // (6) (معطى) 

(0) ل 81 (االمستقيم العمودي على احد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 

. (2) ل (2) (يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 


س4/ 1 , ) , 8 , 4 اربع نقاط ليست على ف مستو واحد بحيث 40 - 48 » 820 ع 2 فاذا كانت (241/1 * عائدة 


للزاوية الزوجية (1 - 180 ل يرهن (1 فآ - رايا . 


المحطيات : ([1, )), , 4 اربع نقاط مختلفة ليست 4 مستو واحد 6 





6 - 248 . 411 * مستوية عائدة للزاوية الزوجية 7 - 80 - / 


8 
المطلوب اثباته ٠.‏ (81 - [آ1) 

:' 41 »ة عائدة للزاوية الزوجية 1[ - 200 - 4/ (معطى) 6 

ع 1 ف (الزاوية العائدة هي الزاوية الناتجة من انتحاد شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من 


نقفطة تنتمي اليه وكل منهما 4 أحد وجهي الزاوية الزوجية) 
المثلث 486 -> 40 - 2418 (معطى) 
“. كآر) ح نظ (العمود النازل من رأس المثلث المتساوي الساقين على القاعدة ينصفها) 
ال مثلثان 13 :1 (1 , .)121 فيهما  .‏ 712 - 7251 (قوائم) 
(1آ (ضلع مشترك) .» ثآب) ح- 81 (بالبرهان) 
. يتطايق المثلثان بضلعين وزاوية محددة بهما . 


ومن التطابق ينتج ٠‏ (81 -ع (1.) 
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جة ١‏ 2 متجعحد 


بسن 5 برهن أنه اذا وازى كل من مستقيمين متقاطعين مستويا معلوما وكانا عمودين على مستويين متقاطعين فإن مستقيم 


تقاطع المستويين المتقناطعين يكون عموديا على المستوي المعلوم . وزاري (5١١5/د١)‏ 4 






المحطيات : تآن) , (1) يوازيان (#) 





(7) 1 68 ., © 1 62 2 48 - (ل) مت 
المطلوب اثباته : (7) ل 248 

البرهان : ليكن (11) مستوي ال مستقيمين المتقاطعان 

تأي) , ) (لكل مستقيمين متقاطعين يحتويهما مستو واحد) 
:” (2)//ظان), ) (معطى) 

(20//014) (اذا كان كل من مستقيمين متقاطعين يوازيان مستويا معلوما فإن مستويهما يوازي المستوي المعلوم) 


امام 
7 (ل) ا م6 


(90) , (8) ل (11) (يتعامد المستويان اذا احتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 

88 ع (ل) 0 (7) (معطى) 

(80) ل 48 (اذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون عموديا على المستوي الثالث) 
(2) ل 48 المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على المستوي الاخر) و. ها . م 


س6)/ دائرة قطرها 41 , )4 عمودي على مستويها » (1 نقطة تنتمي للدائرة برهن ان (0)118) 1 (14)). 


/ 
المعطيات : 4/1 قطر ل دائرة و(مستوي الدائرة) ل 70 
([ نقطة تنتمي للدائرة 
المطلوب اثباته , (6278) 1 (624) 
1 
البرهان : 04 
٠‏ 4128 زاوية محيطية :0 


.٠‏ ”90 ع 17711418 (الزاوية المحيطية المقابلة لنصف دائرة قائمة) 
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. 21 ل «41 (اذا كانت الزاوية بين مستقيمين قائمة فإن المستقيمين متعامدين) 

*” 46 عمودي على مستوى الدائرة (معطى) 

. 28 ل «1) (مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 

“١اصبح‏ لدينا : (41/, 68 ل 8218 (بالبرهان) 

1١ 04‏ 718 /(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 
ولكن  )121‏ 118 


. (128)) ل (124)) (يتعامد المستويان اذا احتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الاخر) ‏ و.ها.م 


الاسقاط العمودي على مستو 
مسقط نقفطة على مستو : هو أثر العمود المرسوم من تلك النقطة على المستوي 
؟) مسقط مجموعة نقط على مستوي : لتكن ,1 مجموعة من نقاط 4 الفراغ فإن مسقطها هو مجموع كل 
اثار الاعمدة المرسومة من نقاطه على المستوي . 
") مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم : هي القطعة المستقيمة المحددة بأثري العمودين 


المرسومين من نهايتي القطعة المستقيمة على المستوي . 


بووسصسصصير 
ب 


ليكن 418 غير عمودي على (50) 


وليكن (70) 1ل 40 >> مسقط 4 على (70) هو ') 





(70) 1 812 > مسقط 82 على (70) هو (1 
ملاحظة : اذا كان (00) // 418 فإن 0) - 4185 


؛) المستقيم المائل على مستو : هو المستقيم غير العمودي على المستوي وقاطع له .2 4م 
) زاوية الميل : هي الزاوية المحددة بالمائل ومسقطه على المستوي . بتر 
ليكن 48 مائلاً على (70) 2 78 وليكن (70) 1 40 _ذ ) م 
. ) مسقط 4 على (70) حيث (30) © 24 
كذنك 8 مسقط نفسها حيث (1) © آ / 
180 مسقط 418 على (50) أي ان 909 > 0 > 0 2 (0,9097) ع 6 
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م ١‏ 2 متجحكد 


5) طول المسقط : طول مسقط قطعة مستقيم على مستو - طول المائل “ جيب تمام زاوية الميل 
فعندما تكون 418 مائلاً على (]0) وزاوية ميله 6 فإن |6 05 48 - 8606| 

') مسقط مستوي مائل على (18) : زاوية ميل مستو على مستو معلوم هو قياس الزاوية المستوية العائدة للزاوية 
مساحة مسقط منطقة مائلة على مستو معلوم - مساحة المنطقة المائلة “ جيب تمام زاوية الميل 
4 مساحة المنطقة المائلة و /4 مساحة المسقط و © قياس زاوية ال ميل | 08 05©. 4 - 4 


مثال (4) : اذا وازى أحد ضاعي زاوية قائمة مستويا معلوما فإن مسقطي ضاعيها على المستوي متعامدان . 
المحطيات . )48 * قائمة ذ 8 2 (0) /ر/ 48 (وزاري “١١٠/د؟)‏ 


8 4 هومسقطض 48 على (70) 


20 هومسقط 86 على () 








<1 


المطلوب اثباته . 86 1 218 




















البرهان : 
- 1 (معطى) 
> (ل) ل 4 , 5 8 , 66 (مسقط قطعة مستقيم على مستو معلوم هو القطعة المحددة بأثري 


العمودين المرسومين على المستوي من طربك القطعة المستقيمة) 
زع // 44 , زع /,/6202 (المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان) 
بالمستقيمين المتوازيين 8 8 , ) © نعين (7) 
١ .‏ (لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
بالمستقيمين المتوازيين 8 8 , 4 4 نعين (/7) | 
لكن (06) // 418 (معطى) 
8 - (30) 0 (ل9) (يتقاطع المستويان بخط مستقيم) 


48 /ر/ 48 إإذا وازى مستقيم مستويا معلوما فإنه يوازي جميع المستقيمات الناتجة من تقاطع هذا ال مستوي 
والمستويات التي تتحوي المستقيم) 


كذنك 2418 ل 8 28 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك ال مستوي) 








كذنك 88 ل 248 (# المستوي الواحد : المستقيم العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 07707105007« 





لكن 80 ل 48 (لأن 909 - 480 111 معطى) 





> (72) ل 48 (المستوي العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 








80 ل 2ل (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك ال مستوي) 


مثال 5 . )048 مثلث : 099 806 والزاوية الروجية بين مستوي المثلث (0 48 والمستوي 099 قياسها 607 
فإذا كان 1711© 10 - )8 » 1112© 13 - )4 - 48 جد مسقط المثلث (0) 288 ) على (1) ثم جد مساحة مسقط 


1 على (00) . 5 
ا معطيات  )070( ٠‏ )18 , )48 / 


قياس 609 - (7) 80 -486/ 

مك 13 - )48 - 485 مك 10 - )آ 
المطلوب اثباته : 

ايجاد مسقط )41 / على (7) وايجاد مساحة 


سيقت 841316 على 00 





البرهان : 
نرسم (7) 1 41 # (1 (يمكن رسم عمود على مستوي من نقطة معلومة) 


() مسقط (61 
1810 مسقط 415 (مسقط قطعة مستقيم على مستو معلوم وهو القطعة المحددة بأثري العمودين المرسومين على المستوي من طر القطعة المستقيمة) 


80 مسقط نفسه على (30) 
١ 0‏ مسقط :)48 1/ على (1) 
ذ (480) نرسم 41 ل 80 ؤذ 8 (# المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم عمود على آخر من نقطة معلومة) 
488 - )4 (معطى) 
.2111 5 - لظ - )اط (العمود النازل من رأس المثلث المتساوي الساقين على القاعدة ينصفها) 


.)8 ل ]1 (نتيجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 


. 1014 + عائدة للزاوية للزوجية )158 (تعريف الزاوية العائدة) 
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ههه ١‏ معد 


لكن قياس الزاوية الزوجية “60 - 
ةذ ظط4 1 القائم 2 غل : 


71 12 - 1/144 - 25 - 17/169 - بن[ 


«(481 1 القائم 2 (1 : 
555 1ط 1 110 0 
د دحج د 2 لبلب لح © 
0211 00 211 05) 
و.دها.م مسن 30 - 6 » 0< 2 ح مساحة المثلث (861 


ملاحظة : لو طلب مساحة المسقط فققط فيمكن ايجاده كالاتي : 
مساحة (1[) 88 حت مساحة :)418 »<< "60 2065© 
1 1 
50 30 - (3 »ا 10 12) »ا 2 - 


ملا حظة : كل سوال يعطي فيه زاوية زوجية علينا اتباع ١‏ لآتى : 


> 


. معرفة مستقيم تقاطع المستويين الذي هو حرف الزاوية الزوجية‎ )١ 


؟) نرسم عمود على حرف الزاوية الزوجية والعمود الاخر نستنتجه من مبيرهنة الاعمدة الثلاث 


تمارين (2 - 6) 
س1/ برهن ان طول قطعة المستقيم الموازي لمستو معلوم يساوي طول مسقطه على المستوي المعلوم ويوازيه . 
(وزاري ١١1١5/دا‏ /4١1١5/دا/15١5/دا‏ 18١5/دا)‏ 


4 1 





العطيات : (06) // 2818 ٠‏ 67 مسقط 418 على (00) 
المطلوب اثباته : 

أولا . (01) /// 11 

ثانيا : (1) - 411 

:' 01 مسقط 418 على (70) 

٠‏ 81, 40 عمودان على (1) (مسقط قطعة مستقيم على مستو هو القطعة المحددة بأثري العمودين المرسومين من 


طرك القطعة على ال مستوي) 
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ههه ١‏ مسصعد 


80 // 406 (المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان) 
بالمستقيمين المتوازيين (81 , )4 نعين (ل) (لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
* (00) // 48 (معطى) 
.. (81 // 40 (مستقيم تقاطع مستويين يوازي كل مستقيم محتوى 2 احدهما ويوازي الآخر) و.ه .م )١(‏ 
“. الشكل (4195).1/ متوازي اضلاع (لأن كل ضاعين متقابلين فيه متوازيين) 
«1) - 48 خواص متوازي الاضلاع (كل ضاعين متقابلين فيه متساويين بالطول) و.ها.م(١)‏ 
س2/ برهن انه اذا قطع مستويان متوازيان بمستقيم فإنه ميله على أحدهما يساوي ميل الاخر عليه . 
المحطيات . (97) // 09 , [(18) - (0) 0 48 
(0) - (لا) م 246 
المطلوب اثباته ٠:‏ ميل 40 على (70) ح ميل 40 على (/) 
نرسم (0) 1 241 (يمكن رسم مستقنيم وحيد عمودي على مستو من نقطة معلومة) 
ر2) /// رلا 
. (ل) ل (41 (المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 


ل | (مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم هو قطعة المستقيم المحددة 
وكذتك .1 ن) مسقط )4 على ('1) 
بأثري العمودين المرسومين من طربيي القطعة على المستوي) 
51> هي زاوية ميل )4 على 69 
بع (زاوية ميل مستقيم مائل على مستو معلوم هي الراوية المحددة بالمائل ومسقطه 
2 هي زاوي ميل )4 على (1) َ 
على ذلك المستوي) 
1 /// 810 (خطا تقاطع مستويين متوازيين بمستو ثالث متوازيان) 


:. 112422 - 1 111 اذا وازى ضلعا زاوي4ك ضلعي زاويه أخرى تساوى فياسهما وتوازى مستويهما) 
ميل 46 على (00) ح ميل 40 على (/9) 
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س 3/ برهن على ان المستقيمات المتوازية المائلة على مستو الميل نفسه . (وزاري ٠١١‏ /رد") (وزاري اه 06 /د") 
" 9 


المعطيات ٠:‏ (1) // 418 وكل منهما مائل على (00) 
المطلوب اثباته : قياس زاوية ميل 48 على (]7) - قياس زاوية ميل (1© على (لا 7 7 


البرهان : .#060 / 


0) ل 48 # 2 
جيه (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو من نقطة معلومة) 
00 1 68 7 


لم مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم هو قطعة المستقيم المحددة 

'“1(طآ مسقط (1) على (30) ْ 

بأثري العمودين المرسومين من طريي القطعة على المستوي) 

51> هي زاوية ميل 41 على 69 

ب (زاوية ميل مستقيم مائل على مستو معلوم هي الزاويك المجدده بالمائل ومسقطه 

2 هي زاوي ميل (1:) على (16) ْ 

على المستوي المعلوم) 

*” 689 // 48 (معطى) 

:: 61 // 4 (المستقيمان العموديان على مستو متوازيان) 


4 711 - 3 1712 (اذا وازى ضاعا زاوية ضاعي زاوية أخرى تساوى قياسهما وتوازى مستويهما) 

. “90 -ح 311426 - 17145 (المستقيم العمودي على مستو يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من اثره ضمن ذلك المستوي) 
“. 2 3211 ح- 1 )171 (مجموع قياسات زوايا المثلث - 7 180) 

“. قياس زاوية ميل 28 على (1) -ح قياس زاوية ميل 060 على (36) 


س4/ برهن على انه اذا رسم مائلان مختلفان 2 الطول من نقطة لا تنتمي الى مستو معلوم فإن أطولهما زاوية ميله على 


4 
المستوي أصغر من زاوية ميل الاخر عليه . 


1-5 ١ 
/4 © 02 , 48 < 46 . المحطيات‎ 
-“ 


المطلوب اثباته : زاوية ميل 48 على (]0) < من زاوية ميل )4 على (00) 





-- 4 
البرهان : ليكن (1) ل 4412 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو من نقطة لا تنتمي اليه) 
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28 مسقط 48 على (70) 
كت 7 (مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم هو قطعة المستقيم المحددة 

)(]آ مسقط )4 على (30) َ 

بأثري العمودين المرسومين من طريي القطعة على المستوي) 

. 60> هي زاوية ميل 418 على (70) 


0-١‏ (زاوية ميل مستقيم مائل على مستو معلوم هي الراوية المجحددة بالمائتل 
“. #602 هي زاوي ميل )4 على (26) 1 


ومسقطه على المستوي المعلوم) 


.4 2ت (خواص التراجح) 

وبضرب طرخ المتراجحة ب (41 ينتج : 

02 5112 > 0 5212 (برفع 5172 الطرفين لأن دالة 517171 دالة متزايدة) 

ج02 > ,6 

“. زاوية ميل 48 على (00) < زاوية ميل 2460 على (00) 

س5 / برهن على انه اذا رسم مائلان من نقطة ما الى مستو فإصغرهما ميلاً هو الاطول . 


-" 
المحطيات : 40 , 48 مائلان على (70) 


زاوية ميل ')4 على (06) > زاوية ميل 4/8 على (30) رم 


المطلوب اشباته :. )/ < 411 





4 
البرهان : ليكن (0) 1[ (41/ (يمكن رسم مستقيم عمودي على مستو من نقطة لا تنتمي اليه) 
128 مسقط 48 على (70) 
--- 0 مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم هو قطعة المستقيم المجددة 
وكذئك )1 مسقط )4 على (3) :6 
بأثري العمودين المرسومين من طريي القطعة على المستوي) 
. 60> هي زاوية ميل 418 على (70) 
اا (زاوية ميل مستقيم مائل على مستو معلوم هي الراوية المجددة بالمائتل 
. 60> هي زاوية ميل )4 على 69 1 


ومسقطه على المستوي المعلوم) 
2 60>آ1211 6 111501 ويأخد دالك ال (:511) للطرفين : 
0 1 


00 > 00002 (وبقسمة طرخ المتراجحة على (41) 
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1 1 
_ وبقلب التراجح ينتج : 
)ل > 411 (خواص التراجح) 


س6)/ برهن ان زاوية الميل بين المستقيم ومسقطه على ميتو اصغر من الزاوية المحصورة بين المستقيم نفسه وأي مستقيم 
آخر مرسوم من موقعه ضمن ذلك المستوي . (وزاري 1٠١١17‏ /د") 
المحطيات  .:‏ 418 مائل على (غ1) »2 )8 مسقط 41 على (12) 


0 > 89 : 486+ محددة ب 218 و5860 2 489+ محددة ب 28 و 7827 
المطلوب اثباته : (191آ41 > 111 > .)419 111 

البرهان : 

نرسم (06) 1 40 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 
ونرسم (81 ل (41 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 


تكن ,80 -)418 > ( 02 - (4181 > 


24 > )4 (العمود النازل من نقطة على مستوي هو أقصر مسافة بين النقطة المعلومة والمستوي 


- 


4) 41 


0 (خواص التراجح) 
و6 5212 ع ,0 5111 
و60 > ,6 


> 418) > > 418/0 


: الموشور القائم‎ -١ 
: الخواص‎ 
. احرفه الجانبية متوازية ومتساوية ي الطول‎ )١ 
. ؟") كل وجه جانبي هو مستطيل‎ 
. الناعدتين متوازيتين ومتطابقتين‎ )* 


"- متوازي المستطيلات : هو موشور فائم فقاعدته مستطيلهة 
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"'- المكعب : هو متوازي مستطيلات فاعدته مريعهة 


:- الاسطوانة الدائرية القائمة : هي موشور قاعدته دائرة 


الحجم والمساحة بالتسبة للموشور والاسطوانة 


.١‏ الحجم (دائما) - مساحة القاعدة « الارتفاع 
؟. المساحة الجانبية - محيط القاعدة « الارتفاع 
". المساحة الكلية - المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين 
5- الهرم المننظم : 
الخواص : 
)١‏ احرشه الجانبية متساوية . 
؟) كل وجه جانبي مثلث متساوي الساقين . 
“'') كل وجه جانبي له ارتفاع يسمى الارتفاع الجانبي . 
( 


:) ارتفاع الهرم هو العمود النازل من الرأس على القاعدة . 





ذو الوجوه الاربعة المنتظم : هو هرم ثلاثي منتظم 
الخواص : 
)١‏ له اربعة أوجه كل وجه مثلث متساوي الساقين . 
؟) له ستة أحرف جانبية متساوية بالطول . 


*) له اربع ارتفاعات متساوية بالطول . 


0 
ويكتب بالصيغ الاريع : 0 
015 -11 
©1282 -0 
71 -ع ع 
71 -7,آ 


5- المخروط الدائري القائم 


الخواص : اذا قطع المخروط بمستو يمر من رأسه وقاطعا قاعدته فإن المقطع هو مثلث متساوي الساقين . 
الحجوم والمساحات بالنسبة الى الهرم أو المخروط 


1 
-١‏ الحجم : 7 حا 
؟- المساحة الجانبية . 75171 - 4 ..آ 


- المساحة الكلية + 7102 + 1[ *13 ج72 ح 4 . 1 


٠ 171537751117115‏ 11ل 


مة ١‏ + متجعكد 


ا- الكرة 

4 3 
<- 7372  .مجحلا‎ )١ 
/ - 4 721 . المساحة‎ )١ 


تمارين (3 - 6) 


س1 / اذا كانت المساحة الكلية لمنوازي المستطيلات - 724.111 ومساحة قاعدته - 13261115 ومساحة أحد أوجهه 


الجانبيهة - 1106712 جد أبعاده وحجمه . 


المعطيات :د 11")11 - (81)1 متوازي ال مستطيلات 





مساحته الكلية - 72461115 ومساحة الوجه الجانبي 6 081 - 110617115 


ومساحة القاعدة 81611 - 1112© 132 6 





المطلوب اثباته 2 


41).1( - ايجاد ابعاد متوازي المستطيلات 11ع)'1ظآ‎ - ١ 


؟- ايجاد حجم متوازي المستطيلات 11')11 - (41).1 
البرهان : لتكن 4 ..[ ح المساحة الجانبية لمتوازي المستطيلات 
8 .] ح المساحة الكلية له 
وليكن 22 -ت طول قاعدة متوازي ال مستطيلات - عرض قاعدته ١‏ / ح ارتفاعه 7 - حجمه 
“*111© 460 - 264 - 724 ح [(2)132] - 724 - 1.4 
“. مساحة الوجهين المتقابلين (/181) , (017) - (2)110 - 460 - *11© 240 


“. مساحة الوجه (81) -ح 611:2 120 


32 
)01 ..... لح بورج 132 - 1ع 
120 
)2( ظ5 حل 2 ج 120 -/7. 
1320 
(132()120) - 110225 ج 110 0 ح بر جد 110 - 7 بو 


4 _اعدادية التورة للينين ابابل 0 ل 6 077207105007 ____< 





_ )130(0120( 


2 
0 110 


144 
2 10 - 72 , 6123 11 ع- 3 , 611 12 -2 ... 

الحجم - مساحة القاعدة » الارتفاع 
“2771 1320 - (10) . (11). (12) <- 7 


2/ اسطوانة دائرية قائمة مساحتها الحانبية “2111© 40015 وحجمها 1113© 1 2000 أوجد ارتفاعها ونصف 3 
س ترد جانبي وحج وجدار و 


قاعدتها . (وزاري 7١١5‏ / د1) (وزاري 5١١5‏ /د؟) 
المعطيات : اسطوانة دائرية قائمة مساحتها الجانبية - 1114© 40016 2 وحجمها - 1113© ع1 2000 
المطلوب اثباتك : 
١‏ - ايجاد نصف قطر الاسطوانة الدائرية القائمة . 
- ايجاد ارتفاع الاسطوانة الدائرةي القائمة . 
البرهان : 
ليكن طول نصف قطر الاسطوانة الدائرية القائمة - 15 ٠2١22‏ ارتفاعها ح- 2/ | ٠2‏ وحجمها - 17 
ومساحتها الجانبية - 4 . ,آ 
المساحة الجانبية - محيط القاعدة < الارتفاع 
217 ح 4/. ,1 
(27ج) 
(1) .ل 200 - يم تخت وزع 21 ح- 40011 
حجم الاسطوانة - مساحة القاعدة « الارتفاع - 17 
1ك 121 
2 ( +) 2 
)02 ..... 2000 -7, 4م جخت وزع “م1 ح 20007 


000 28 
02200 07م 





7 10 -ح مم جب 
وبتعويض قيمة 7 2 معادلة )١(‏ ينتج : 


7 20 ح :12 حت 200 -ح م( 10 ج 200 ح 7( :1 
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0213 
س3 / برهن على ان حجم ذو الوجوه الاربعة المنتظم والذي طول حرفه - 1 هو كا وحدة مكعبة . 
المحطيات : :)128 - 4/ ذوالوجوه الاريعة المنتظم وطول حرفه ] 


0 12 
المطلوب اثباتك : - 0 


البرهان 5 





ذوالوجوه الاربعة المنتظم هو هرم ثلاثي قائم منتظم اوجهه الاريعة مثلثات متساوية 


يه اللاضلاع ومتطايفهة . 
القاعدة (19).1 مثلث متساوي الاضلاع 


نرسم الاعمدة المنصفة من رؤوس (8)1 / على القاعدة فينصفها (العمود النازل من رأس مثلث متساوي الساقين على 
القاعدة ينصفها) 


قياس كل زاوية من زوايا المثلث المتساوي الاضلاع - “60 


“30 ح 1[ ذا نا>111 


ليكن ارتفاع ذو الوجوه الاربعة المنتظم - 41 -ح /١‏ 


181 8 1 قائم الزاوية 2 ماح كد - 30 ومع 
3 2 723 
- 8 ج 5 
411 1 قائم الزاوية 4 2 (المستقيم العمودي على مستو يكون عموديا على جميع 


المستقيمات المرسومة من أثره 
ضمن ذلك المستوي) 


 ,2_ 2 -- 2 2 _ 1 5‏ 2 ر 2 2 
فيثاغورس اح د مجح | ا ا - تاه +7 - )| 
الهرم - _ ا مساحة القاعدة « الارتفاع 
012 .0/2 1 13 
83 ---1-(312/) جح حم |2 -- | دجن 
3١ 4 12 1/3 12‏ 


3 
ملاحظة : مساحة قاعدة الهرم - مساحة مثلث متساوي الاضلاعء - . * حيث (1) طول الحرف للهرم . 


5352 





س4 / مخروط دائري قائم مر برأسه مستو فقطع قاعدته بقطعة مستقيم تبعد عن مركز القاعدة يمقدار 60111 8 
فإذا كانت مساحة القطع - 1115© 102 وارتفاعه - 7172© 15 (وزاري 7١١0‏ / ذا١)‏ 
احسب )١(‏ حجمه )١(‏ مساحته الجانبية () مساحته الكلية 
المعطيات : مخروط دائري قائم مر يرأسه مستو فقطع قاعدته بقطعة مستقيم تبعد عن مركز القاعدة 0111 8 فاذا 
كانت مساحة المقطع - 7725© 102 وارتفاع المخروط - 1118© 15 
المطلوب اثباته : 
)١(‏ حساب حجم المخروط 
)١(‏ حساب مساحته الجانبية 
() حساب مساحته الكلية 
البرهان : 
ليكن (81 - 7[ ويمثل طول نصف قطر قاعدة المخروط , (41 -ح 8/ ويمثل الارتفاع »2 17 يمثل الحجم ,2 
8 ..!آ ح المساحة الجانبية 2 48 - 1ط ويمثل الارتفاع الجانبي 2 1.4 ح المساحة الكلية . 
ل المثلث 74101 القائم الزاوية 4 1 (المستقيم العمودي على مستوى يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة 
من أثره ضمن ذلك المستوي) . 
27 ]) + 425 ) ح >48(4) 
09 ح-ح 8(5) + 15(5) ح *48(5) 
1 17 -ح 4 .. 
'' 48 عمودي على مستوى القاعدة 2 820 | (41 (لأنه بعد بين نقطة ومستقيم) 
0 ل 41 (مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 


1 
مساحة المثلث )413  -‏ * القاعدة * الارتفاع 


2 - 17 »ا 08 >< - 4 بج ترم »ا وم >« - ح لم 
ولكن )1 - 81 (العمود النازل من مركز دائرة على وتر فيها ينصفه) 
المثلث 1018 القائم الزاوية 2 لل : 
2]) + 4(ظ88) - >(طج) 
7 10 -ح 7 - ري جت 100 - 64 + 36 - 817(5) 
4 المثلث 24101 القائم الزاوية 2 (1 : 


4 









2 ]) + 425 ) - 48(2) 
0 51/13 - هم ج 325 - 100 + 225 - 48(2) 
حجم المخروط - - مساحة القاعدة ” الارتفاع 
تدب 500 - (15) 10(2) + حار 
المساحة الجانبية للمخروط - - محيط القاعدة * الارتفاع 
هت ع7 501/13 - (20)10(:)51/13) 2 - 4 . ,1 
المساحة الكلية للمخروط - المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 


سب (2 + 10/13)ع507 -ع10(2) + 501/137 - 4 . 1 


4 _اعدادية التورة للبنين ابابل 09 110 6 077207105007 ___< 





3 7 »© «٠ «٠ عه‎ 7 «٠ 
. س 5 / اذا علمت أن يمكن رسم كرة خارج ذي الوجوه الاربعة المنتظم برهن أن نصف قطر الكرة - ” الارتفاع‎ 


المحطيات : 





رسمت الكرة التي مركزها .) خارج ذي الوجوه الاربعة المنتظم )11 - (1 

المطلوب اثباته : 2م 

البرهان : 

ذوالوجوه الاربعة المنتظم هو هرم ثلاثي قائم منتظم » أوجهه الاربعة مثلثات متساوية الاضلاع ومتطابقة . 

لتكن مساحة القاعدة 810 - 4 وارتفاع الهرم 11 - 1/١‏ وحجمه - 177 وطول نصف قطر الكرة - ')(1 - :13 . 
مركز الكرة ') قسم الهرم الكبير )1:1 - (1[ الى اربعة أهرامات متساوية بالحجم لتساوي القاعدة والارتفاع وهي : 
"آثآلا -) و 'آ(آ)) -) و ([16 -) و )اط -0) وارتفاعها كل منها (30 - 2/) 


. حجم ذي الوجوه الاربعة - 4< حجم الهرم )!ا - ب) 


ومع لا ١‏ 4 - 7 
( - ) م )4 مم1 
و 5 - 7 


وبالقسمة على 4/ > نحصل على : 
1 
(-ع4)2 عدم 
41 - ع4 دعم 


7 41 ح :41 


3 
ا" دم جح ررق - :م41 


اكه 





